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RESUM

El model possibilistic €s un model de raonament aproximat que té per objectiu especial
el tractament de la informacié imprecisa i/o vague, i que es serveix del formalisme dels
conjunts difusos per tal de representar aquest tipus d'informacié. Basicament, en
aquesta memoria es troba primer un estudi de la inferéncia en les 1d0giques funcionals
multivaluades a [0,1], que sén les subjacents a la teoria dels conjunts difusos, i en
segon lloc, la seva aplicacié per a definir mecanismes d’inferéncia en els sistemes

possibilistics.

Més concretament, en el primer capitol i dins del marc de les 10giques multivaluades a
[0,1], s'analitza la dualitat "implicacié material / regla d'inferéncia de Modus Ponens",
a partir de l'axiomatica de les funcions d'implicacié i de la formulacié funcional del
Modus Ponens a través de les anomenades "funcions generadores de modus ponens".

Seguidament, en la primera part del segon capitol es demostra que les logiques
multivaluades poden ser formalitzades com a families d'institucions quan es consideren
els valors de veritat com a una part propia integrant dels enunciats de la 1dgica. Cada
familia ve determinada per una classe d'algebres de valors de veritat. Aixd permet tenir
un sistema de deduccié semantica en el sentit classic, i que a la vegada, com és usual,
permet definir un sistema de conseqiiéncies entre enunciats. La segona part del capitol
esta dedicat al estudi i formulacié d'esquemes d'inferéncia a partir del anterior sistema
de conseqiiencies, susceptibles de ser utilitzats en sistemes de deduccié automatitzats,
els quals tindran assegurada la correctesa respecte al sistema semantic.

Ja en el marc dels sistemes possibilistics, en el tercer capitol i en primer lloc, es déna, a
partir de resultats del primer capitol, una caracteritzacié del principal mecanisme
d'inferéncia en aquests sistemes, l'anomenada Regla Composicional d'Inferéncia,
també coneguda com Modus Ponens Generalitzat. A continuaci6 s'analitza i es justifica
cém la introduccié de les funcions de compatibilitat entre distribucions de possibilitat
permet donar una formulacié alternativa del mecanisme d'inferéncia a través de les
Funcions d'Inferéncia Directa, i es demostra que, sota determinades condicions,
aquestes tenen estructura d'operador conseqiiencia. Seguidament, es mostra que les
caracteristiques especials de les funcions de compatibilitat fan que es puguin considerar
com a valors de veritat a la 10gica difusa i, sota aquesta perspectiva, es donen les bases
d'un calcul 1dogic amb aquestes funcions.



Finalment, en el dltim capitol es planteja el problema de com obtenir un calcul quan hi
ha la restriccié de treballar amb un nombre finit de valors, com podria ser el cas d'un
motor d'inferéncies d'un sistema expert. Aixd porta a analitzar el problema de la
generaci6 i el.licitacié d'operadors d'una logica finitament valuada, és a dir, com
generar algebres d'un conjunt finit de valors de veritat, i es proposa resoldre-ho com un
problema de satisfaccié de restriccions.

Paraules clau
Models de Raonament Aproximat, Inferéncia, Logica Multivaluada,
Model possibilistic, Logica Difusa, Gestié de la incertesa, Institucions



ABSTRACT

The possibilistic model is an approximate reasoning model. Its aim is to deal with fuzzy
information using the theory of fuzzy sets as representation formalism. In this thesis we
study inference mechanisms in possibilistic systems, starting from the functional
multivalued logics which underly fuzzy sets .

The first chapter contains an analysis of the "material implication / modus ponens”
relationship in the framework of [0,1]-valued logics. The analysis is carried out from
the implication functions axiomatics and the modus ponens functional formulation by

means of the so-called modus ponens generation functions.

In the first part of chapter two, multivalued logics are formalized as families of
"institutions", truth-values being considered to be an integral part of logical sentences.
Each class of truth-values algebras determines an institution family. This provides us
with a semantic deduction system in the classical sense which, at the same time, allows
the definition of an entailment relation between sentences. The second part of the
chapter is devoted to the formulation and study of inference schemes based on the
above mentioned entailment relationship, so that, when used in automated deduction

systems, they will be sound with respect to its semantic system.

General possibilistic systems are taken into consideration in chapter three. First of all,
we characterize their main inference mechanism, the so called Compositional Inference
Rule, also known as Generalized Modus Ponens. Then, an alternative formulation of
this inference mechanism by means of Forward Inference Functions is analized and
justifed using the compatibility functions between possibility distributions. We also
prove that, under certain circumstances, the Forward Inference Functions have the
structure of a consequence operator. The special characteristics of compatibility
functions allow them to be considered as the truth-values of fuzzy logic. We provide a
basis for a logical calculus by using these functions.

Finally, in chapter four, we study how to obtain a calculus under the constraint of
having to work with a finite number of truth-values, as may happen in expert systems
inference engines. This study will lead us to analize the problem of generating and
elliciting operators of a finite valued logic, i.e. how to generate algebras for a finite set
of truth-values. We propose to solve this problem as a constraint satisfaction problem.

Keywords
Approximate Reasoning Models, Inference, Multiple-valued Logic, Possibilistic
Model, Fuzzy Logic, Uncertainty Management, Institutions
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Capitol 0 : INTRODUCCIO

1. Models de Raonament Aproximat.

Es ben conegut que els mecanismes de la logica classica permeten formalitzar el
raonament en el suposit que la informacié disponible permeti determinar la veracitat o
falsedat dels enunciats en consideraci6. Es obvi que aquesta hipdtesi no sempre és
valida. Per aquesta rad, ja des d’ Aristotil, s’han cercat sistemes formals més amplis per
tal de tractar aquest problema. L’exemple més conegut i més desenvolupat segurament
€s el de les logiques multivaluades i el de les 1dgiques modals.

Pel que fa al camp de la Intel.ligéncia Artificial, 1a necessitat de que els anomenats
Sistemes basats en Coneixements puguin representar, tractar i raonar amb informacié
incompleta, incerta o imprecisa, fa evident que el rigid formalisme de la 1dgica classica
no sigui el més adient. D’altra banda, no s'ha trobat encara un formalisme general que
dongui una solucié adequada a tots i a cadascun dels problemes derivats de la
representacié i manipulacié d’aquests tipus d’informacié.

Es per aquesta raé que des de la Intel.ligéncia Artificial s'ha impulsat l'estudi de
diferents formalismes, complementaris i/o alternatius als de la 1dgica classica, per tal de
proporcionar models, encara que particulars, de representacié i raonament amb els
diferents tipus de coneixements abans esmentats. Aquests models sén generalment
anomenats “models de raonament aproximat”. Alguns d'aquests models es basen en
formalismes que ja havien estat introduits amb molta anterioritat al naixement de la
Intel.ligéncia Artificial. Entre ells estan els basats en la teoria de la probabilitat, els
basats en les 10giques modals i els basats en 1dogiques multivaluades, etc.. En canvi,
d'altres s6n procediments que s'han basat principalment en consideracions de tipus
heuristic, 1 que posteriorment s'els hi ha cercat o s'els hi cerca encara un marc formal.
Un exemple d’aquestes interrelacions es pot trobar en uns recents resultats (Ruspini,
1985) que estableixen una connexié6 directa entre el model de raonament evidencial de
Dempster-Shafer (Shafer, 1976) i les 1dgiques modals epistémiques.

Si hom vol donar una classificacié dels models de raonament aproximat cal tenir en
compte €l tipus de tractament, simbolic o numéric, que el model fa de la informacié, o
bé el tipus de ldogica que suporta al model, que pot ser una extensié o una desviacié de
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la 1ogica classica. Segons Haack (Haack, 1974) s'entén que una logica L és una
extensi6 d'una altra 16gica L' si els teoremes de L també s6n teoremes de L', mentre
que en cas contrari es diu que L €s una desviacié de L'. Aixi, la 1dgica autoepistémica
(Moore, 1980) €s una ldgica modal no monodtona que modelitza el conjunt de creences
que poseeix un agent racional ideal, reflectint alld que coneix i alld que no coneix; en
canvi el model evidencial de Dempster-Shafer és un model quantitatiu que mesura el
grau de credibilitat subjectiva que indueix l'evidéncia en un agent racional. Tant la
10gica autoepistémica com el model evidencial de Dempster-Shafer sén extensions de la
logica classica. De fet, el model de Dempster-Shafer €s una extensié de la logica
probabilistica, que a la vegada pot ser considerada com una extensié de la classica.
D'altra banda, exemples de desviacions de la logica classica poden ser la logica
multivaluada o la 1ogica difusa.

2. Tractament de la Incertesa.

La majoria dels models que permeten tractar amb informacié incerta sén numerics
degut, d'una part, a la facilitat d'ds i manipulacié, i de l'altra, al seu poder expressiu a
I'hora d'assignar graus de certesa als elements d'una base de coneixements.

Cadascun dels models numeérics proposa, en general, un tipus especial de mesura. En la
hipotesi de que els enunciats a mesurar siguin "ben definits", és a dir, que el conjunt
d'enunciats es pugui estructurar com una algebra de Boole, hom s'ha posat d'acord en
les minimes condicions a exigir a tals mesures, donant lloc a les anomenades "mesures
d'incertesa” (Prade,1985). Aquestes mesures sén funcions g: B — [0,1] d’una algebra
de Boole B = (B, v, A,—,T, F, ) a l'interval unitat, tals que satisfan les segiients

condicions:
(HgFE) =0
2)gM=1

(3) glp) <g(q),si —pvq=T

Aquests axiomes defineixen una classe molt amplia de mesures. Afegint-hi axiomes
adicionals s'obtenen mesures tan conegudes com les de credibiltat / plausibilitat, les de
probabilitat i les de necessitat / possiblitat..
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En efecte, si s'hi afegeix el segiient axioma

@) gp1v--vpy) 2 D, (DIIFg( A p;), peratotne N
Ic{1,..,n} iel

s'obtenen les anomenades mesures de credibilitat, i per dualitat les anomenades de
plausibilitat. Es a dir, si g és una mesura de credibilitat, aleshores g* definida per
g*(p) = 1- g(—p) és una funcié de plausibilitat.

Si a ’axioma (4) s'imposa la igualtat tenim
(4)gpva) =g +g@,sipaq=F,
€s a dir, I'axioma de I'additivitat, i aleshores g és una mesura de probabilitat.
D'altra banda, si 1'axioma que s'hi afegeix és
(4") g(p v @) = max( g(p), g(@) )
aleshores g és una mesura de possibilitat, mentre que si I'axioma és
(4™) g(p A q) = min( g(p), g(q) )

g €s una mesura de necessitat. Per dualitat, tota mesura de possibilitat déna lloc a una
mesura de necessitat, i reciprocament. Recordem que si g és una mesura de possibilitat
(resp. necessitat), g’ definida per

g’(p) =1-g(-p)
€s una mesura de necessitat (resp. possibilitat).

Les mesures de probabilitat i les de possibilitat / necessitat sén casos particulars de
mesures de credibilitat / plausibilitat, tal com es pot deduir facilment dels seus axiomes.

En el cas que 1'dlgebra de Boole sigui finita, aquests tipus de mesures tenen l'avantatge
de ser generades per una funcié d'assignacié de masses sobre 1'dlgebra de Boole. Es
més, existeix una bijeccié entre aquestes funcions i les funcions de credibilitat, i per
tant, també€ entre elles i les funcions de plausibilitat. Una funcié m: B — [0,1], tal que

2 mQ)=1

PEB
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s’anomena funcié d'assignacié de masses sobre 1'algebra de Boole B. Donada una
funcié d'assignaci6é de masses m sobre B, aleshores les funcions

g*p)= 2 mQ) g«(P)= 2 m(q)
=pvg=T DPAQ=F

sén respectivament la funcié de credibilitat i la de plausibilitat dual generades per m.

Les mesures de probabilitat i les de possibilitat /necesitat s'obtenen quan el conjunt
d'elements focals {pe B / m(p) > O } forma una partici6 o una cadena

respectivament; com es representa en la segiient figura:

- ™
[+ ] H
Model
™ T Dempster-Shafer
+ + +
b 5%
B )
Model
Probabilistic
N /
7 B " N\
+ +
+
* Model
+ + Possibilistic
+ + +
-
N —/

fig. 1

En general les mesures anteriors no sén funcionals, en el sentit que no existeix un
conjunt d’operacions sobre [0,1] tals que g sigui un morfisme entre 1'algebra de Boole
B i [0,1], exceptuant el cas en que g(B) € {0,1}. Aquesta no funcionalitat comporta
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inconvenients des del punt de vista computacional. Per tant, hom podria intentar trobar
mesures funcionals perd, segons es demostra en (Sales, 1982) i (Dubois,Prade;
1988c), tret del cas assenyalat, aixd és imposible si 1algebra de Boole no és la trivial.

3. Tractament de la Vaguetat.

El principal problema que es planteja a I'hora de tractar la vaguetat en la informacié que
€s inherent al llenguatge natural, és quin concepte de veritat és aplicable. Tarski, en la
seva teoria semantica de la veritat (Tarski, 1944), diu que la seva solucié a la definicié
de veritat és "rigurosa" per a llenguatges tals que la seva estructura hagi estat
"exactament especificada", i és "aproximada" per als llenguatges naturals.

El llenguatge natural en general no estd "especificat exactament", ni sintictica ni
semanticament. Els enunciats sinticticament mal formats no sén problematics des del
punt de vista tarskia, ja que no hi ha cap raé per associar-los-hi valors de veritat. Si un
enunciat €s sintacticament ambigu entre dos o més lectures, 1'enfoc de Tarski permet
assignar un valor de veritat a cada lectura per separat.

Per contra, els enunciats semanticament mal especificats o imprecisos ho sén pel fet de
contenir diferents tipus d'expressions vagues, incluint-hi predicats (gran, jove, etc.),
modificadors (quasi, aproximadament, etc.), i quantificadors (molts, pocs, etc.),
plantejant en aquest cas problemes més interessants i dificils a la semantica classica.

En alguns casos, 1'is d'expressions vagues estd basat esencialment en raons
epistémiques: encara que el nostre llenguatge L sigui semanticament imprecis, existeix
una extensié L’ de L semanticament precisa. Tot i que L’ dongués precisi6 a 1'is
d'expressions de L, el llenguatge L’ pot no ser iitil per raons practiques (per exemple,
el cost de precisar pot ser massa car, o pot ser dificil mesurar els conceptes de L).
Aquest procediment de passar d'expressions vagues a les seves corresponents
expressions exactes Carnap el va anomenar explication (Carnap, 1949).

Aixi doncs, la vaguetat epistémica no presenta en principi tampoc problemes molt
complicats a la teoria de la veritat. Un enunciat vague d'un llenguatge L es converteix
en una disjuncié d'enunciats precisos en la extensié precisa L’ de L, i per tant, sobre
aquesta disjunci6 és aplicable la definicié tarskiana de certesa.

Ara bé, a vegades els contorns o fronteres donats pel métode d'explicacié semblen molt
arbitraris (per exemple, “X €s calb si X t€ menys de 200 cabells al seu cap”, “la majoria
d'A s6n B si, i només si, com a minim el 90 % d'A s6n B”). Algunes expressions no

-5-
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semblen doncs admetre facilment una explicacié. La raé és que sén expressions
inherentment o semanticament vagues. En aquests casos, no hi ha una caracteritzacié
precisa del seus significats que podria fixar de forma univoca les seves interpretacions
en la realitat (mén real).

Una possible soluci6 que es presenta en el cas d'indeterminisme semantic & introduir
un nou valor de veritat (‘indeterminat’) a més de ‘cert' i 'fals'’; aixd porta a logiques a
tres valors, com les de Lukasiewicz o Kleene. En canvi, en les 1dgiques infinitament

valuades, un enunciat pot tenir com a valor de veritat qualsevol nombre entre [0,1].
Com és ben conegut, per exemple, en la 1dgica standard de Lukasiewicz L., els valors

de certesa per a enunciats compostos es defineixen per les segiients regles:
v(=p) = 1-v(p)
v(p A @) = min( v(p), v(q) )
v(p v q) = max(v(p), v(q) )
v(p = q) = min( 1, 1-v(p)+v(q) )

Aquestes condicions poden ser considerades com a regles per a determinar les
extensions difuses de formules atdbmiques amb predicats vagues. Aixi per exemple, si
M és un predicat vague unari, es pot definir la extensié difusa de M a través de la funcié
caracteristica

Hp(@) = v(M(a) )

€s a dir, si considerem per exemple el predicat “alt”, que aplica sobre algades, el grau de
pertinenca d'una al¢ada, diguem 1.70 cm, al conjunt difds “alt” és igual al grau de

4 &

veritat de la proposici6 “ser alt” quan 1'alcada és 1.70 cm..
Per a formules compostes les extensions es definirien com:
H_pm@) =1-v(M(@)),
Mz (@b) = min( (@), iy (b) )
HarN(@) = max( py(a), by (b) )
HpsN(@b) = min( 1, 1- py (@) + (b))

D'aquesta forma, la teoria dels conjunts difusos introduida per Zadeh I’any 1965,
apareix de forma natural com un formalisme per a la representaci6 de predicats vagues
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en estreta relacié originalment amb la logica a infinits valors de Lukasiewicz, encara que
posteriorment es va veure la possibilitat d'utilitzar a altres logiques multivaluades com a

logiques subjacents.

En contrapartida, un conjunt d'enunciats que contiguin expressions vagues,
modelitzades per conjunts difusos, no es pot estructurar en general com una algebra de
Boole, atés que es perden propietats tals com que la unié d'un conjunt difis amb el seu
complementari no és igual al total, o bé que la interseccié d'un conjunt amb el seu
complementari no és el buit, etc. . Aixi, el marc a on es definien les mesures d'incertesa
anteriorment aqui ja no és valid. Es per aixd que s'han estudiat possibles extensions
d'aquelles mesures pel cas de tractar incertesa en presencia d'enunciats vagues, perd
encara no €s un problema resolt. Vegi’s per exemple (Trillas, 1988) pel cas de les

probabilitats sobre reticles intuicionistes.

INFORMACIO IMPRECISA

FET A Distribucions de Distribucions Distribucions
MESURAR Dprobabilitat de massa de possibilitat
———— N
Crisp P(fet) Bel(fet) Pos(fet)
Pl(zet) Nec (fet)
Yague P*(fet) Bel*(fet) Pos*(fet)
Pl1*(fet) Nec*(fet)
N\ ereessseeeessosseeeesssnneee /
fig. 2

En resum, el que queda clar és que 1'eleccié d'un model o d'un altra (veure fig.2) és

una qiiestié que depén fonamentalment del:
1) tipus d'enunciats sobre els que es vol fer raonaments, i

2) tipus d'informacié de que es disposa per tal d'avaluar els diferents enunciats,
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i que, al menys des del punt de vista general dels Sistemes basats en el Coneixement, €l
concepte de veritat es pot entendre en qualsevol cas com el resultat d'un procés de
"matching" entre la representacié del significat d'una proposicié (conjunts classics o
difusos) i la representacié de lo efectivament conegut sobre la realitat (conjunts,
distribucions de probabilitat, de possibilitat, etc. ). Aquest punt de vista s'acosta al
concepte de veritat que proposa la “teoria de la correspondencia”, defensada per Russell
i Wittgenstein, on la veritat d'una proposicié consisteix en la seva relacié amb el mén,

en la seva correspondeéncia amb els fets.

4. El1 Model Possibilistic.

A partir d'ara, quan es parli del model possibilistic de representacié i raonament en
general, s'entendra aquell formalisme que el seu ambit d'aplicacié és els d'aquells
sistemes on la informacié ve representada per distribucions de possibilitat, i que utilitza
el formalisme que déna la teoria dels conjunts difusos per tal de representar la possible

vaguetat dels enunciats.

La dificultat comentada adés d'adaptacié de les mesures d'incertesa a la possible
vaguetat dels enunciats té una excepcié en el cas de les mesures de possibilitat, que
ofereixen un marc unificat. En efecte, la teoria dels conjunts difusos apareix lligada
d'una forma especial a les mesures de possibilitat abans esmentades, en el sentit que tot
conjunt difis definit sobre sobre un univers de discurs U determina una distribucié de
possibilitat sobre U, tal com a continuacié s'exposa.

Considerem una proposicié atomica del tipus "X és A", on X és una variable que pren
valors sobre un univers U i A és un predicat vague, que ve representat per un
subconjunt difis d'U, amb funcié de pertinenga [, . Aleshores, d'una banda, si
coneixem que la variable X pren un valor determinat u, podem posar que el grau de

Z 11"

veritat de la proposicié "u és A", tal com hem comentat, sera:
v("ués A") = Ly(u)

, s a dir, en preséncia d'informacié completa, X=u, la vaguetat dels enunciats ens
porta a una logica multivaluada funcional on els graus de veritat s'interpreten com el

grau d'adequaci6 de les proposicions als fets observats.

z

Ara bé, d'altra banda, assevarada la proposicié "X és A", si ens preguntem ara quin és
el valor que pot prendre la variable X, la teoria de la possibilitat postula que la
possibilitat (entesa aqui com a mesura d'incertesa) de que X prengui un valor qualsevol
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u €s igual al grau de pertinenga d'u al subconjunt A, és a dir, la proposicié "X és A"
indueix una distribucié de possibilitat sobre U:

() = py(u), per atot ude U.

Aquesta distribucié genera un parell de mesures duals de possibilitat i de necessitat
sobre l'algebra de Boole del conjunt de les parts d'U, de la segient manera:

Pos,, Nec, : P(U) — [0,1]
Posa(B) = Sup{ Ha(u)/ue B}

Nec,(B) = Inf{ 1 -1, (u)/ug B }

Aixi doncs, Pos A 1Nec, mesuren la incertesa d’enunciats ben definits ("X és B") com
a conseqiiencia de que la informacié de referéncia ("X és A") contingui expressions
vagues. Observi's que la parella (Pos , (B), Nec, (B)) es pot interpretar com una
distribucié de possibilitat [] A/B Sobre el conjunt {0,1} de valors de veritat de la
proposicié "X és B" en preséncia de la informacié "X és A", on [] A/B(0) = Pos(B) i
IT A/B(1) = Nec(B). En aquest punt, cal remarcar que han sigut Dubois i Prade qui han
estudiat i desenvolupat 1'anomenada logica possibilista com una logica de la incertesa
basada en I'is de les mesures de possibilitat, i dels qui s'ha prés algunes de les idees
aqui exposades.

Queda un iltim cas a enunciar dins del ambit del model possibilistic que és el cas
general en que tant l'enunciat a avaluar com la informacié disponible siguin vagues.
Aquest €s el marc de la que anomenarem en aquesta memoria logica difusa on, a
diferéncia del cas anterior, el conjunt de valors de veritat és 1'interval [0,1]. Tal com
s'explicara més detalladament en el capitol tercer d'aquesta memoria, en ldgica difusa,
el resultat del procés d'avaluacié d'una proposicié respecte a una informacié donada és
una distribucié de possibilitat sobre el conjunt [0,1] de valors de veritat, o bé dit d'altra
forma, un subconjunt difds de [0,1]. Aquests subconjunts en la literatura (Baldwin,
1979) reben el nom de valors de veritat difusos ("fuzzy truth-values"), i permeten
integrar el tractament de la vaguetat dels enunciats i de la incertesa deguda a la
imprecisié i/o vaguetat de la informacié. Es interessant observar que, en el cas
particular que la informaci6 sigui imprecisa perd no vaga, el resultat de la valoracié no
sera un subconjunt difts, sino un subconjunt classic de [0,1], generalment un interval.
Aleshores podriem dir que el marc és el d'una logica multivaluada amb intervals, deguts
a la imprecisié. Un resum del que s'acaba de comentar sobre els diferents ambits del

model possibilistic es pot veure en la segiient figura.
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INFORMACIO
CRIS? VAGUE
PRICE DIPRICES
Logica Classica Logica Possibilista
- —— ——
{0,1} {o,1,{0,1)} | Pos(D)
E Pos(1) yel0,1]
O l | |
5 v v Vo
= Looi Logica Difusa
= ogica s
vacur| Mulivaluada Vae[0,1],
[01] i{[ab]/abe[0,1]}| Pos(a)e[0,1]
" tuzzy truth values"

l — : g enenlitzacio
fig. 3

En el camp de la logica difusa, cal destacar entre d'altres els treballs de Trillas i
Valverde ((Trillas, Valverde; 1984, 1985, 1987), (Valverde, Trillas; 1985)) on,
utilitzant l'estret lligam que hi ha entre la 10gica difusa i la 1ogica infinitament valuada,
s'han estudiat mecanismes d'inferéncia en els sistemes de 1dogica multivaluada per tal de
que servissin de sustrat teoric a on fonamentar i construir models de inferéncia en el
marc de la logica difusa. Tantmateix és també de destacar els dltims treballs de Ruspini
sobre la caracteritzacié semantica de la 1ogica difusa en termes de la nocié de similaritat,
continuitat o proximitat entre els estats possibles del sistema sobre el que es raona. Tal
com s'explicita a (Ruspini, 1989), aquests treballs formen part d'una linea de recerca
més amplia, que intenta descriure semanticament varies metodologies de raonament
aproximat utilitzant el marc formal dels "mons possibles" associat a les logiques
modals, i que va comengcar establint la ja comentada connexi6 entre el model evidencial

de Dempster-Shafer i les 1ogiques epistémiques
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S. Objectiu i Contingut de la Memoria.

L'objectiu principal d'aquesta memoria és l'estudi de models d'inferéncia en el model
possibilistic, i més concretament, la inferéncia en 'anomenada Logica Difusa, a través
d'un procés de generalitzacié a partir de l'estudi de la inferéncia en els sistemes de
Logiques Multivaluades, seguint la linea encetada per Trillas i Valverde.

El principal mecanisme d'inferéncia que s'estudia és el Modus Ponens, atés que,
segons Ruspini, en els Sistemes Experts hi ha una relaci6 directa entre les capacitats de
raonament del sistema i la implementacié de metodes per a l'aplicacié controlada i
automatitzada del Modus Ponens. En la majoria de sistemes experts amb gestié de la
incertesa i/o vaguetat, la hipotesi fonamental que hi ha implicita és la possibilitat
d'associar en general un anomenat "factor de certesa” (la naturalesa del qual dependra
del model de raonament aproximat que utilitzi) a la conclusi6 d'una regla de forma
funcional a partir dels factors de certesa associats a la premissa i al condicional. Es a
dir, si CF denota factor de certesa, es suposa que existeix una funcié m tal que:

CF(q) = m(CF(p).CF(p->q))

Les propietats de les funcions m hauran de dependre primer del model, i en segon lloc,
ja dins d'un model determinat, del tipus de representacié dels condicionals.

Els dos enfocs principals per a representar condicionals sén:
1) el que prové de la teoria de la mesura ( mesures condicionals), i
2) el que prové del formalisme de la ldgica (implicacié material)

Aixi per exemple, dins del model probabilistic el factor de certesa associat a un
condicional "si A aleshores B" pot ser interpetat com una probabilitat condicionada
P(B/A), o bé com la probabilitat de la implicacié material P(—A v B ). La mateixa
qiiesti6 es planteja en el cas de les mesures de posibilitat i de Dempster-Shafer (Dubois i
Prade, 1989).

En qualsevol cas a (Alsina, Grané, Trillas, Sales; 1984), per tal de formular el Modus
Ponens d'una forma funcional, independentment de quin sigui el model, s'introdueixen
les anomenades "funcions generadores de Modus Ponens" com aquelles funcions m

que compleixen com a minim les propietats segiients:
m:VxV—>V

(MPI) m( CF(p), CF(p — q)) <CF(q)
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(MP2)m(1,1) =1
(MP3) m(0,y) =y
(MP4) m creixent en les dues variables

on V és el conjunt de valoracié, essent 1 el seu element maxim i 0 el minim. Aixi,
d'acord amb aquestes propietats, una tal funcié m ha de preservar el Modus Ponens
classic i, en qualsevol cas, la funcié m ha de donar una fita inferior pel factor de certesa
de la conclusid, a partir dels factors de la premissa i del condicional.

Una de les idees basiques que s'ha perseguit en aquesta memoria és demostrar que
aquesta formulaci6 tan general d'aquesta regla d'inferéncia es també vilida en el marc
de la logica difusa, i que aixo es fa a partir d'un estudi de la inferéncia en les 1dgiques
funcionals multivaluades a [0,1], com a 1dgiques subjacents a la teoria dels conjunts
difusos. Més concretament, el contingut d'aquesta memoria es pot resumir de la forma

segient.

En el primer capitol i dins del marc de les 1ogiques multivaluades a [0,1], s'analitza la
dualitat "implicacié material / regla d'inferéncia de Modus Ponens", a partir de
l'axiomatica de les funcions d'implicacié i de la formulacié funcional del Modus

Ponens a través de les anomenades "funcions generadores de modus ponens'.

Seguidament, en la primera part del segon capitol es demostra que les logiques
multivaluades poden ser formalitzades com a families d'institucions quan es consideren
els valors de veritat com a una part propia integrant dels enunciats de la 1dgica, on cada
familia ve determinada per una classe d'algebres de valors de veritat. Aixd permet tenir
un sistema de deduccié semantica en el sentit classic, i a la vegada, com és usual,
permet definir un sistema de conseqiiéncies entre enunciats. La segona part del capitol
esta dedicat a I'estudi i formulacié d'esquemes d'inferéncia a partir de l'anterior sistema
de conseqiiéncies, susceptibles de ser utilitzats en sistemes de deduccié automatitzats,
els quals tindran assegurada la correctesa respecte al sistema semantic.

Ja en el marc dels sistemes possibilistics, en el tercer capitol i en primer lloc, es déna, a
partir de resultats del primer capitol, una caracteritzacié del principal mecanisme
d'inferéncia en aquests sistemes, la anomenada Regla Composicional d'Inferéncia,
també coneguda com Modus Ponens Generalitzat. A continuaci6 s'analitza i es justifica
com la introduccié de les funcions de compatibilitat entre distribucions de possibilitat
permet donar una formulacié alternativa del mecanisme d'inferéncia a través de les
Funcions d'Inferéncia Directa, i es demostra que, sota determinades condicions,

aquestes tenen estructura d'operador conseqiiéncia. Seguidament, es mostra que les
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caracteristiques especials de les funcions de compatibilitat fan que es puguin considerar
com a valors de veritat a la logica difusa, i sota aquesta perspectiva es dénen les bases
d'un calcul logic amb aquestes funcions.

Finalment, en I’iltim capitol es planteja el problema de com obtenir un calcul quan hi ha
la restriccié de treballar amb un nombre finit de valors, com podria ser el cas d'un
motor d'inferéncies d'un sistema expert. Aixo porta a analitzar el problema de la
generacid i el.licitacié d'operadors d'una logica finitament valuada, és a dir, com
generar algebres d'un conjunt finit de valors de veritat, i es proposa resoldre-ho com un
problema de satisfaccié de restriccions.
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Capitol 1: IMPLICACIONS I FUNCIONS
GENERADORES DE MODUS
PONENS

1. Introduccié.

Tal com s'ha esmentat al capitol introducctori, per tal de donar una visié funcional, i
alhora operativa de la regla d'inferéncia del Modus Ponens, s'introduiren les
anomenades "funcions de Modus Ponens" a (Alsina, Grané, Trillas, Sales; 1984) en un
contexte general, i posteriorment a (Trillas, Valverde; 1985) en el contexte de les
Légiques Multivaluades, com aquelles funcions m que satisfan les propietats segiients:

m:VxV—>V
(MPI) m(CF(p), CF(p — q)) <CF(q)
(MP2) m(l1,1)=1
(MP3) m(0y) =0
(MP4) m creixent en les dues variables

on V é€s el conjunt de valoracié, amb 1 com a element maxim i 0 com a minim, i CF
denota factor de certesa o valor de veritat. Es a dir, m ha de preservar el Modus Ponens
classic 1, en qualsevol cas, la funcié m ha de donar una fita inferior pel factor de certesa
de la conclusié, a partir dels factors de la premissa i del condicional. En aquest capitol
s'aprofondeix en l'estudi d'aquestes funcions en el marc de les 1dgiques funcionals
multivaluades sobre l'interval unitat [0,1], estudiant-ne la seva estructura i propietats
que justifiquen la validesa de I’enfoc. Recordem les conegudes paraules de
Reichenbach quan diu que una regla no es pot demostrar, només cal justificar-la
(Reichenbach, 1949). En aquest sentit, es demostra que, si bé els connectius implicacié
determinen quines sén les seves funcions de Modus Ponens associades, també queda
determinada quina €s la funcié d'implicacié adequada quan es pren com a primitiva la
funcié de Modus Ponens. Per 1ltim, es fan unes breus ressenyes sobre la interrelacié
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d'aquestes funcions amb els connectius conjuncié a I'hora de modelitzar inferéncies

amb una premissa conjuntiva.

2. Funcions d’Implicacio.

El connectiu implicacié €és, juntament amb la regla d’inferéncia del Modus Ponens,
I’eina fonamental de I’analisi del raonament 1ogic. En Logica Multivaluada, 1a majoria
de connectius implicacié emprats provenen de formalismes de les 10giques Booleana,

Intuicionista, i també, en menor grau, de la Quantica.

Des d’un punt de vista funcional, a (Valverde, 1982) es déna una axiomatica dels
connectius implicacié per a una logica multivaluada a [0,1], a partir de les propietats
que exigeix Rescher (Rescher, 1969) per a tals connectius, i que d’altra banda, s6n

usuals a la majoria de sistemes logics.
Definicié 2.1.

Una funcié d’implicacié és una funcié 1: [0,1]x[0,1] — [0,1], tal que satisfa les

seglients propietats:
(I11) Six <x’, aleshores I(x,y) = 1(x’,y)
(I2) Siy <y, aleshores I(x,y) <I(x,y’)
(I3) 1(0,0) =1 (Principi de Falsedat)
(I4) I(1,x) = x (Principi de Neutralitat)

(I5) I(xI(y,z)) = I(y,I(x,z)) (Principid Intercanvi)

De fet a (Valverde, 1982) es defineix una funcié d'implicacié com una funcié que, a
més de satisfer aquests axiomes, sigui continua. La raé de no fer-ho aqui és el voler
incloure en la definicié donada un tipus molt important d'implicacions com sén les
anomenades R-implicacions, funcions que no sén continues en general. En cas
d'exigir-se la continuitat es té la segiient caracteritzacié (Valverde; 1982) (Alsina,
Trillas; 1984).
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Teorema 2.2.

Tota funcié I: [0,1]x[0,1] — [0,1] continua que verifiqui I1, 12, I3, I4, i IS és de la
forma :

I(xy) = S(f(x).y),

on S és una t-conorma continua i f: [0,1] — [0,1] és una funcié continua i no-
decreixent tal que f(1) = 1 - f{0) = 0.

Entre les principals families de funcions implicaci6 n'esmentarem dues: les implicacions
fortes, o S-implicacions, i les implicacions per residuacié, o R-implicacions.

S-Implicacions: les implicacions fortes sén del tipus I(x,y) = S(n(x),y), on S és una
t-conorma continua i n una negaci6 forta. Com és facil observar, aquestes funcions
provenen del formalisme boolea p — q = —p Vv g, i tenint en compte el teorema
anterior, venen caracteritzades per ser continues i satisfer el principi de Contraposici
(I(x,y) = I(n(y),n(x))) o bé, equivalentment, si és I(I(x,0),0) = x. per a tot x € [0,1]
(Valverde, 1982). Com a exemples de tals implicacions tenim:

1) Iqi(x,y) = Max( 1-x,y ) :
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2) Iq2(x,y) = 1-x+xy

3) Ig3(x,y) = Min( 1, 1-x+y ) :

Z

X

Aquestes S-implicacions estan generades a partir de n(x)=1-x i de les t-conormes
Si(x,y) = Max(x,y), S2(x,y)=x+y-xy, i S3(x,y) = Min(1, x+y) respectivament.

R-Implicacions: aquestes sén implicacions definides per residuacié respecte a un
connectiu conjuncid, de forma analoga a com es fa a la Logica Intuicionista. Aixi, les
R-implicacions sén funcions definides com I(x,y) = Sup{ ¢ € [0,1] / T(x,c) <y }, on
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T €s una t-norma, i a part dels axiomes (I1) + (I5) satisfan el Principi d'Identitat,
I(x,x) = 1, per a tot x € [0,1], i en general la relacié I(x,y)=1 sii x<y. Tal com ja s'ha
esmentat, aquestes implicacions no sén en general continues, excepte en els cas que T
sigui una t-norma arquimediana estricta. Fora d'aquest cas, només es pot assegurar la
continuitat de la segona variable per la dreta. Exemples de R-implicacions sén:

D) IRix,y) =y, six >y; [Rixy)=1,six <y

Z

2) IR2(x,y) = x/y, six >y; IR2(x,y) = 1,six <y
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) IR3(x,y) = 1-x+y,six>y;  IR3(xy)=1,six<y
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Per ultim, cal fer notar que les iniques implicacions que pertanyen a les dues families
s6n les anomenades Implicacions de Lukasiewicz, és a dir les implicacions per a les
quals existeix una funcié continua i estrictament creixent g de [0,1] en R+ amb g(0) =0
tal que I(x,y) = gl-1( g(1)-g(x)+g(y) ). La implicaci6 Ig3 = I3 és efectivament
d'aquesta forma, amb g(x) = x, per a tot x €[0,1].

3. Funcions generadores de Modus Ponens per a una
implicaci6

En aquest apartat, i dins del marc de la 1d0gica multivaluada, s'estudia la formulacié
funcional del Modus Ponens a través de les anomenades funcions generadores de
Modus Ponens. Aquestes funcions, a més de satisfer altres propietats interessants,
basicament el que fan és, donats els valors de veritat de les proposicions "a" i "a—b",

proporcionar una fita inferior del valor de veritat de "b", ja que, en general, aquest valor
no esta univocament determinat pels valors de "a" i de "a—b"".

Seguint Trillas i Valverde ( Trillas, Valverde; 1984) donem la segiient definicié:
Definicio 3.1.

Sigui I una funcié d'implicacié aleshores, una funcié m: [0,1] — [0,1] es diu que
és una funcié generadora de Modus Ponens per a I (f.g.m.p. per a l), si es

compleixen les segiients propietats:
MPI) m(xI(x,y)) <y
MP2)m(1,1)=1
MP3) m(0,1)=0
MP4) m creixent en ambdues variables.

Aixi, a part de la propietat MP1 abans esmentada, 1a MP2 garanteix el Modus Ponens
classic, la MP3 estableix que si l'antecedent és fals res s'en pot inferir, i finalment la
MP4 assegura un comportament regular de la funcié en el cas d'encadenament
d'inferéncies, i.e. m(m(v(a),v(a—b)),v(b—c)) < v(c).

Donada una funcié d'implicacié I, les f.g.m.p. per a I no vénen determinades
univocament per les propietats MP1+MP4, com molt facilment es pot observar. En
efecte, si m és una f.g.m.p. per a I, i m’ és tal que cumpleix MP2, MP3 i MP4, i és
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m’ < m, aleshores m’ també és una f.g.m.p. per a L. Per tant, en general, cada I tindra
tota una familia de f.g.m.p.. Ara bé, de totes elles, indubtablement la més interessant
sera la que proporcioni les fites inferiors més grans. La resta de 1’apartat es dedica a
caracteritzar aquestes funcions.

Definiciéo 3.2.
Donada una funcio d'implicacio I, es defineix el conjunt FGMPy de f.g.m.p.
FGMPJ = { m:[0,1]x[0,1]—=[0,1] | m ésf.g.mp.peral}
NOTA: la funcibé m* definida per

m*(x,y) = 1, si x=y=1
m*(x,y) = 0, altrament

pertany a FGMPj, per a qualsevol implicacié L
Definiciéo 3.3.
Donada una funcié d'implicacid I, definim la funcié my associada a I com

my(x,y) = Inf{ ¢/ I(x,c) 2y }.

NOTA : Ates que tota funcié d'implicacié verifica I(x,1) = 1 per a tot x, 1'infim dels
valors c tals que I(x,c) =2 y sempre existeix.

Lema 3.4.
Sigui I una funcié d'implicacié. Aleshores es verifiquen les segiients condicions:
1. Si I(x,y) 2k, aleshores my(x,k) <y

2. Sigui I continua per la dreta respecte la segona variable, i my(x,k) <y,

aleshores I(x,y) =k
Demostracio:
1. Es immediat que si I(x,y) 2 k , aleshores y > Inf{c / I(x,c)2k} = my(x,k).

2. Suposem que my(x,k) <y, i per tant serd I(x,y) = I(x,my(x,k)). La definicié de my
ens diu que my(x,k) = Inf{ ¢ / I(x,c) 2k} <y. Si I és continua per la dreta respecte la
segona variable, valdra I(x,my(x,k)) 2 k, i finalment tindrem I(x,y) 2 I(x,m(x,k)) 2 k.

4
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§ 1. Implicacions i funcions generadores de Modus Ponens.

Cal observar que per a les S-implicacions i per a les R-implicacions val I'equivaléncia
I(x,y) 2k si, i només si, aleshores my(x,k) <y

donat que ambdues classes d'implicacions compleixen la condicié de continuitat per la
dreta respecte a la segona variable, en particular les S-implicacions son funcions

continues.

Proposiciéo 3.5.

Sigui I una implicacid. Aleshores my és una funcié generadora de Modus Ponens

per al,iamés, cumpleix les segiients propietats:

MP-I-1) my(1,y) =y, per a qualsevol y de [0,1],

MP-1-2) sil és continua per la dreta respecte la segona variable, aleshores es
cumpleix my(x,m;(y,z)) = my(y,my(x,z)).

Demostracio.
Anem a veure primer que my és una funcié de Modus Ponens per a I. En efecte:
MP1: my(x,I(x,y)) = Inf{c / I(x,c) 2 I(x,y)} <Yy.

MP2: Ateés que les implicacions satisfan I(1,x) = x, tenim my(ly) =

=Inf{c/I(1,c)2y } =Inf{ c/c 2y } =y, i per tant, en particular, sera
my(1,1) = 1.

MP3: De forma semblant, ateés que les implicacions satisfan I(0,x) = 1, també tindrem
mp(0,y) =Inf{ c/I(0,c) 2y }=Inf{c/ 12y }=0

MP4: Suposem x < x'. El fet que I és decreixent en la primera variable, permet escriure
my(x,y) =Inf{c/I(x,c) 2y } <Inf{c/I(x',c) 2y } = my(x',y). Suposem ara que
y < y'. Donat que I és creixent en la segona variable, tenim my(x,y) =
=Inf{c/I(xc)2y }<Inf{c/Ixc) 2y} = my(x,y")

MP-I-1: veure MP2.

MP-I-2: Per definici6 de my tenim my(x,my(y,z)) = Inf{ ¢ / I(x,c) = my(y,z) }. Pel lema
previ, és Inf{ ¢ / I(x,c) = my(y,z) } = Inf{ ¢ / I(y,I(x,c)) = z}, i pel principi
d'intercanvi, €s Inf{ c / I(y,I(x,c)) = z} = Inf{ ¢ / I(x,I(y,c)) = z} = my(y,my(x,z)).
L
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Teorema 3.6.

Per a qualsevol I, FGMPy, amb les operacions

mvm' =max(m,m') , mAm =min(m m'),

és un reticle complet amb les funcions m* i my com a elements minim i maxim

respectivament.
Demostracio:
1. Es immediat comprovar que mvm' i mAm' sén f.g.m.p. peral

2. Sigui { m; /j € J } una familia arbitraria d¢ FGMP}. Anem a comprovar que .Vij
Je

€s una funcié generadora de Modus Ponens pera L.

MP1: (jé/ij)(x,I(x,y)) = Sup{ mj(x,I(x,y) /jeJ}<y
MP2: (Vm;:)(1,1) = Sup{ mi(1,1) /je T} =1
el J

MP3: (,Vij)(o,z) =Sup{ m;(0,;2)/je J} =0
JEe
MP4: Si x £ x', aleshores:

(V' m)(x,y) = Sup{ mj(x,y) /j€ T} <Sup{ mj(x'y) /je T} = Vmi(x'y)
jel jel J

Siy <y, aleshores:

(Vm)(x,y) = Sup{ mi(x,y) /je T} <Sup{ mi(x,y) /je T} = Vm:x,y')
jer J J jel

La comprovacié per a .(/E\J m; és analoga:

3. Es immediat veure que ]m > m* per a qualsevol m de FGMPy.

4. Les propietats de les funcions d'implicacié permeten assegurar que, per a qualsevols
X, y, sempre existeix ¢ tal que I(x,c)2y. Aleshores, per a tot ¢ tal que I(x,c)>y, sera
m(x,y) < m(x,I(x,c)) <c, i per tant també sera m(x,y) < Inf{ c / I(x,c) > y}=
= my(x,y). ¢

NOTES:
- SiIés continua per la dreta respecte a la segona variable, aleshores I(x,my(x,y)) 2y.

- Si donats x iy, existeix c tal que y = I(x,c), aleshores tenim que I(x,m(x,y)) =
=I(x,Inf{c /I(x,c) 2y }) = Inf{ I(x,c) / I(x,c) 2y } =y

Aixi doncs, cal remarcar que dins del marc d’una 1dgica multivaluada amb una funcié I

com a connectiu implicacid, les anteriors propietats donen la caracteristica fonamental
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segiient de la funci6é my: de les funcions candidates a poder expressar funcionalment el
Modus Ponens (o sigui, que cumpleixin MP1, MP2, MP3 i MP4), la my €s la que déna

una fita inferior més gran per al grau de certesa d'un enunciat "b" consistent amb el

grau del enunciat "a" i del enunciat "a->b".

Seguidament es descriuen com sén aquestes funcions pels dos tipus d'implicacions més
freqiientment utilitzades, les definides per residuacié (R-implicacions) i les anomenades
fortes (S-implicacions)

Exemples de funcions my:

1) SiIés una R-implicaci6 generada per una t-norma T, és a dir I(x,y) = TA(x | y)
on T és la quasi-inversa de T (vegi's l'apartat 2 del apéndix 1), aleshores my=T. En
efecte, ateés que per a les R-implicacions la condicié I(x,y) = ¢ és equivalent a T(x,c) =
y, tenim que my(x,y) = Inf{ ¢ /I(x,c) 2y } = Inf{ ¢/ T(x,y) 2 ¢ } = T(x,y)

2) En el cas de les S-implicacions, si I(x,y) = S(n(x),y) on S és una t-conorma i n
una funcié de negacié forta, aleshores només cal substituir 1'expressié d'I a la definicid
de mj per a comprovar que €s my(x,y)=S"(n(x) | y), essent S” la quasi-inversa de S
(vegi's l'apartat 2 del apeéndix 1).

4. Implicacions per a una funcié generadora de Modus Ponens

De fet, 1a importancia del connectiu implicacié esta en el paper que juga en el Modus
Ponens, 1 la diferéncia basica entre una i l'altre és que es mouen a dos nivells diferents.
Mentre les implicacions sén objectes del llenguatge, les regles d'inferéncia en general, i
en particular el Modus Ponens, sén del metallenguatge. El lligam que s'estableix entre
implicacions i funcions generadores de Modus Ponens a través de la propietat MP1
deixa oberta la possibilitat de permetre precisament fer el pas d'un nivell a l'altra. El
com fer el pas de baix a dalt ha estat la guia de I'apartat anterior on, un cop definit el
connectiu implicacid, I'objectiu era buscar una formulacié escaient d'un procediment
que permetés obtenir enunciats valids a partir d'enunciats valids, i que, finalment, quan
ens restringuissim al cas bivaluat retrobés el Modus Ponens classic. Manca doncs
estudiar el pas invers, al qual aquest apartat hi esta dedicat.

Suposem doncs que ara ens ve donat primer el procediment pel qual es modelitza el
Modus Ponens. A partir d'aqui, anem a veure com podem construir connectius
implicacié que representin condicionals susceptibles de ser utilitzats en la regla

d'inferéncia.
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Consideracions molt semblants a les exposades a (Valverde, 82) per a les implicacions,
ia (Alsina et al., 84) per a les funcions de Modus Ponens, ens porten a la segiient

definicié.
Definici6 4.1.

Una funcié m: [0,1] x [0,1] — [0,1] sera una funcié primitiva generadora de

Modus Ponens si verifica les segiients propietats:
I)m(ly) =y
2)m(0,1) =0
3) m creixent respecte a les dues variables

4) m(x,m(y,z)) = m(y,m(x,z)) )

Es interessant observar que les Gniques propietats que diferencien aquestes funcions de
les d’implicacié sén la condicié de contorn m(0,1) =0 (I1(0,1) =1 ),ila creixenga de
les m en la primera variable (les I s6n decreixents en la primera variable). D'altra part,
cal remarcar que una funci6 primitiva generadora de Modus Ponens que sigui continua i

que verifiqui a més la condicié m(y,1) = y, necessariament ha de ser una t-norma.

A l'apartat anterior, es definien les f.g.m.p. per a una implicacié donada, com aquelles
funcions que complissin unes propietats (MP1 + MP4) que sén minimament exigibles a
I'hora de modelitzar la inferéncia a partir de condicionals representats per la implicacié
considerada. Analogament, es defineixen seguidament les funcions que anomenarem
"quasi-implicacions" associades a una funcié primitiva generadora de Modus Ponens
m, 1 que s6n les funcions que compleixen les minimes propietats per tal de modelitzar
condicionals que intervinguin en inferéncies modelitzades per m.

Definicio 4.2.
Donada una funcié primitiva generadora de Modus Ponens m, es diu que una
funcié I: [0,1] x [0,1] — [0,1] és una quasi-implicacié associada a m si

compleix les segiients condicions:
(MPI1) m(x,I(x,y)) <y.
(I1)  Six <x’, aleshores I(x,y) 2 1(x’,y)
(I2) Siy <y, aleshores I(x,y) <I(x,y’)

(I3) 1(0,0) =1 (Principi de Falsedat)
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(I4) I(1x) = x (Principi de Neutralitat)

NOTA: Com es pot observar, es podria haver definit primerament, i de forma
independent de qualsevol f.g.m.p., una quasi-implicacié com una implicaci6 a la que
no se li demana el compliment del Principi d'Intercanvi.

Una mateixa funcié m pot tenir diferents quasi-impliacions associades. En efecte, si I és
una quasi-impliacié associada a m, i I' és una altra quasi-impliacié tal que I'S I,
aleshores €s immediat comprovar que I' també ho és (sempre que m sigui creixent
respecte a la segona variable).Anem a veure seguidament que, donada una funcié
generadora de Modus Ponens m, se li pot definir una funcié d’implicacié associada
que, a més, sigui la més gran de totes les quasi-implicacions associades a .

Definicié 4.3.

Donada una funcié primitiva generadora de Modus Ponens m, es defineix el conjunt
FI,, = { I quasi-impliacié | m(x,I(x,y)) <y},
de totes les quasi-impliacions associades a m.

Observi’s que la implicaci6 I* definida per

*xy)=1,six=0
I*(x,y) =y, altrament

pertany a FL, per a qualsevol m, atés que si x # 0, aleshores és m(x,I*(x,y)) = m(x,y)

sm(lLy) =y, isix =0, aleshores és m(0,I(0,y)) = m(0,1) =0 < y.
Definicié 4.4.

Donada una funcié primitiva generadora de Modus Ponens m, es defineix la funcié
I, com

L, (xy) = Sup{ c € [0,1] | m(x,c) <y }.

Ates que m(1,0) = 0, observi's que es verifica { ¢ € [0,1] / m(x,c) <y } # @ pera
qualsevols x,y € [0,1], i per tant I, esta ben definida.

Lema 4.5.

1. S§i m(x,y) <z, aleshores I, (xz)2y.

2. En el cas de que m sigui continua per l'esquerra respecte a la segona variable,
sil, (x,z) 2y, aleshores m(x)y) <z.
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Demostracio:

1. Sim(x,y) <z, llavors és y < Sup{ ¢/ m(x,c) £z } = I,(x,2).

2. Si m és continua per l'esquerra respecte a la segona variable, aleshores ateés que
I,(x,z) = Sup{c / m(x,c) £z } 2y, es cumplira també m(x,[;;, (x,2)) < z, i per la

monotonia de m, tindrem m(x,y) < m(x,I,(x,2)) <z. ®

Proposicié 4.6.

Sigui m una funcié primitiva generadora de Modus Ponens. Aleshores I, és una

quasi-implicacié associada m. A més, si m és continua per l'esquerra respecte a la
segona variable, I,, és una implicacio.
Demostracio::
Anem a veure primer que I, és una quasi-implicacio, és a dir, compleix les condicions
MPL,I1+14:
(MP1). m(x,I(x,y)) = m(x,Sup{ ¢ / m(x,c) <y }) = Sup{ m(x,c) / m(x,c) <y } <.
(I1). I, és decreixent respecte a la primera variable.En efecte,sigui x < x'. Aleshores
com que m(x',c) £y implica m(x,c) <y, tenim que Sup{ c/m(x',c) <y } <
< Sup{ ¢/ m(x,c) Sy }, iper tant €s I (x"y) < [,(x,y).
(I2). I, és creixent respecte a la segona variable. En efecte, sigui y <y'. Aleshores

com que m(x,c) <y implica m(x,c) <y', tenim que Sup{ ¢/ m(x,c) <y } <

< Sup{ ¢/ m(x,c) <y'},ipertant és [,(x,y) <L, (x,y")
(I13). I,(0,y) = Sup{ ¢/ m(0,c) =0 <y } = 1
(I4). I,(L,y) =Sup{c/m(lc)=c<y } =y

Finalment, pel lema 4.5 anterior, si m és continua per l'esquerra respecte a la segona
variable, aleshores es verifica que m(x,c) < I,(y,2z) si, 1 només si, m(y,m(x,c)) < z.
Aleshores és I (x,1;;,(y,2)) = Sup{ ¢ / m(x,c) <1 (y,z) } = Sup{ ¢ / m(y,m(x,c)) < z}
= Sup{ ¢/ m(x,m(y,c)) £z } = [;,(y,L;,(x,2)), €s a dir [, €s una implicacié.

El segiient teorema déna l'estructura del conjunt de totes les quasi-implicacions

associades a una funcié primitiva generadora de Modus Ponens m.donada. Aqui es
posa de manifest el paper important de la funcié L.
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Teorema 4.7.

Per a qualsevol funcié generadora de Modus Ponens m continua per l'esquerra
respecte a la segona variable, el conjunt FI,,, de quasi-impliacions associades am,

amb les operacions
IvI=max(LLI') , IANI'=min(I,I'")

és un reticle complet amb I* com a element minim i I, com a element maxim.

Demostracio::

1.Es immediat comprovar que si I, I' € FI,;,, aleshores IVI' i IAT' s6n també quasi-

impliacions associades a m..

2. Sigui { Ij /j € J } una familia arbitraria de FI;,. Anem a comprovar que 'VJIj és una
Je

quasi-implicaci6 associada a I. En efecte, tenim:
MP1L: m(x,(VIN(xy) = VmxLxy) < Vy=y
jerd jel J jeJ
I1: Si x £x', aleshores és
(VI)(xy) = Supj{ Ixy) /je T} 2 Sup{ Ix'y) /e T} = (VINKKy)
jel jel
I2: Siy <y', aleshores és

(VID(xy) = Sup{ I(x,y) /je T} < Sup{ Ixy) /je T} = (VIH(xy)
jel jel

I3: (‘VIJ-)(O,I) =Sup;{ 10,1)/je T} =Sup;{ 1} =1
jel

M: (VIN(Ly) = Sup{ I(Ly) /je T} = Supj{y } =y
i€l
La demostracié és analogapera A I:.
jel

3. Si x # 0, es verifica I(x,y) 2 y = I*(x,y), 1 si x = 0, aleshores 1 = I(0,y) = I*(0,y),
amb el que queda vist que I = I* per a qualsevol I, i en particular per a qualsevol I de

FL,.

4. Per dltim, si m(x,I(x,y)) <y, aleshores per el lema anterior tenim que I,(x,y) =
I(x,y), és adir €s lamés grande FI,. ¢

Finalment, les dues proposicions segiients demostren la convergencia d’aquest enfoc
amb el de I’apartat anterior.

27-



§ 1. Implicacions i funcions generadores de Modus Ponens.

Proposiciéo 4.8.

Sim és continua per l'esquerra respecte a la segona variable, aleshores és compleix:

mIm=m

Demostracio::
En efecte, pel lema 4.5 tenim rnIm(x,y) =Inf{c/I(x,c)2y } =
=Inf{ ¢/ m(x,y) <c } = m(x,y). ¢

Proposicié 4.9.
Si I és continua per la dreta respecte a la segona variable, aleshores és compleix:

ImI =1
Demostracio::
En efecte, pel lema 3.4 del apartat anterior tenim ImI(x,y) =Sup{c/myxc)<y }=
=Sup{c/Ixy)=2c}=1Ikxy). ¢

5. Relacié entre el connectiu conjuncié, el connectiu
implicacié i la funciéo generadora de Modus Ponens
associada.

Considerem el condicional "si p i q, aleshores ", que pot ser representat per "pAaq—r'".

En ldgica classica, és ben sabut que aquest condicional és equivalent al condicional "si
p, aleshores, si q, aleshores 1", o sigui "p—(q—r)". En logica multivaluada, aquesta

equivaléncia vindria donada per la segiient condici6:

I( T(x;)’)»z) =I(x: I(}’:Z)) (*)

on T és el connectiu conjuncié i I és el connectiu implicacié. Observi's que, degut a la
commutativitat de T, la satisfacci6 de (*) porta com a condicié necessaria el compliment
del principi d'intercanvi per part de la I, és a dir I(x,I(y,z)) = I(y,I(x,2)). Anem a veure
que la relaci6 (*) la satisfan tant les S-implicacions com les R-implicacions.

Proposicié S.1.

1. Sigui la S-implicacié I(x,y) = S(n(x),y). Si T és la t-norma dual de S per n,
aleshores es satisfa la relacié I(T(x,y),z) = I(x,I(y,z)), per a tot x,y,z € [0,1].
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2.8i1 és la R-implicacio generada per T, aleshores es satisfa la relacié I(T(x,y),z)
=I(xI(y,z)), per a torx,y,z € [0,1].

Demostracio::

L I(T(x,y),z) = Sm(T(x,y)),2) = S(S(n(x),ny),z) = S(n(x),S(ny,z)) = I(x,1(y,z))
2. I(T(x,y),z) = Sup{ ¢ / T(T(x,y),c) Sz } = Sup{ ¢ / T(y,T(x,c)) <z } =
= Sup{ ¢/ T(x,c) <I(y,2) } = I(x,I(y,2)). ®

Entrem ara a considerar la inferéncia amb aquests condicionals conjunctius. Per raons

analogues, s'hauria de complir la condicié
my(T(x,y),z) = my(y,ml(x,z)) = my(x,my(y,z)), (**)

que prové de deduir "r'" per Modus Ponens a partir de "pAq" i de "pAag—r1", 0 bé per

l'aplicacié successiva dues vegades del Modus Ponens a partir de "p", "q" i de
Ilp._)(q%r)ll.

La segiient proposicié prova que la relacié (**) la tornen a complir tant les S-
implicacions com les R-implicacions. En efecte,

Proposicié §5.2.

1. Sigui la S-implicacié I(x,y) = S(n(x),y). Si T és la t-norma dual de S per n,
aleshores es satisfa la relacié my(T(x,y),z) = my(x,my(y,z)), per a tot x,y,z € [0,1].

2. 8i1 és la R-implicacio generada per T, aleshores es satisfa la relacié
m(T(x,y),z) = my(x,m(y,z)), per a tot x,y,z € [0,1].

Demostracié::

1. Sigui I(x,y) = S(n(x),y), i per tant my(x,y) = S(n(x)|y). Aleshores tenim

SAnT(x,y) | z) = SAS(n(x)ny) | z) = Inf{ ¢ / S(S((x),ny),c) 2z } =

=Inf{ ¢/ S(n(x),S(ny,c)) 2z } =Inf{ c / I(x,I(y,c)) 2z } =
= Inf{ c/ I(}’>C) 2 mI(X,Z) } = mI(y’mI(X:Z))

2. El cas de les R-implicacions és immediat, ja que si I(x,y) = TA(x |y) =

= Inf{ ¢ / T(x,c) <y }, aleshores €s ,my = T, i la relacié my(T(x,y),z) =
= my(x,my(y,z)) es satisfa per l'associativitat de T. ¢
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Capitol 2: LES LOGIQUES MULTIVALUADES
EN EL MARC DE
LES INSTITUCIONS.

1. Introduccio.

La majoria de les axiomatitzacions de la 1dgica poden classificar-se des de dos tipus

d'enfocs:

- I'enfoc basat en la teoria de models, que pren com a primitiva la relaci6é de

satisfaccid entre models 1 enunciats i

- ’enfoc basat en la teoria de la demostracié, que pren com a primitiva la relaci6 de

deduccié entre conjunts d'enunciats.

La noci6 d’instituci6 fou introduida per Goguen i Burstall (Goguen, Burstall; 1983) per
a generalitzar la noci6é de sistema logic, dit amb paraules d’aquests autors “una
institucié és una generalitzaci6 precisa de la nocié informal d’un sistema logic”.
Aquesta generalitzaci6 cau dins de I’enfoc basat en la teoria de models i, a més, el fet de
que s’utilitzi la teoria de categories li déna una gran generalitat, evitant aixi la
particularitzaci6 de nocions com ‘llenguatge’ i ‘estructura’, tal com posa de manifest
J. Messeguer a (Meseguer, 1989) amb les segiients paraules: “les propietats
matematiques crucials de les institucions no resideixen en les estructures i menys en les
representacions particulars d’aquestes siné en les funcions (morfismes de categories)
que preserven aquestes estructures”. En la segiient definicié informal d’institucié es

posa de manifest l'anterior.
Una institucio consta de :

- una col.lecci6 de signatures, que donen el vocabulari per a construir els enunciats,
1 de morfismes de signatures, que donen la forma de passar d'un vocabulari a un
altre,

- un conjunt d'enunciats associat a cada signatura,
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- un conjunt de models associats a cada signatura, que proporcionen interpretacions
pels enunciats, i

- una relaci6 de satisfaccié entre models i enunciats, de forma que sigui invariant

pels canvis de signatura.

Exemples d’institucions ho sén la majoria dels sistemes 1égics classics (Logica de
primer ordre, Logica equacional, Logica de les Clausules de Horn,...).

En el proper apartat d'aquest capitol, donada una classe d’algebres de valors de veritat,
la classe de les logiques valorades sobre aquestes algebres sén estructurades com una
familia d’institucions indexada per la propia classe d’algebres. Per tant, primer de tot,
es fa una introduccié de les minimes propietats exigibles a aquestes algebres de valors
de veritat per a continuacié donar la familia d’institucions anteriorment esmentada.
Seguidament s’estudia I’existéncia de morfismes d’institucié entre les institucions
d’aquesta familia i es déna una condicié suficient per a que aquests morfismes
existeixin. L’existéncia d’un morfisme entre dues institucions diu que es pot canviar
d’institucié mantenint els resultats obtinguts en 1’altra institucid, és a dir, sén la base
per a construir sistemes 10gics multivaluats de forma modular. Finalment, en el tercer i
dltim apartat d'aquest capitol, des del marc del sistema de conseqiiencies (‘entailment
system') associat a una institucid, s’estudien dos esquemes de inferéncia, el Modus
Ponens i 1a Resolucid, per a les 1ogiques multivaluades.

A continuacié és donen les definicions formals dels conceptes introduits anteriorment
juntament amb altres definicions i resultats que s’utilitzaran al llarg d’aquest capitol.
Comemcem amb la definicié formal del important concepte de signatura i del de
morfisme de signatures

Definicié 1.1. !

Una signatura S és una familia de conjunts indexada pel conjunt {sort, opr, rel}

on.

-S

sort €S un conjunt 2 (noms de tipus),

- Sopr és una familia de conjunts indexada pel conjunt Y>*x3 (noms

d’operacions) que notarem per ( Sw,s)weZ"‘,se > i

- 8¢ una familia de conjunts indexada per X* (noms de relacid) que notarem

per (SW)WEZ* ,
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on X* és el conjunt format per les poténcies finites de Y, és a dir
S*={3x ™ xY /| neNj}, ifeS(s],...,sn),s significard que f : syx...xs, — s.

Definicié 1.2
Un morfisme de signatures ¢ : S — S’ és una familia de funcions indexada pel
conjunt {sort, opr, rel} on :
~Ogops <22,
~ Oppr - (Sw,s)wez*,sez - (S,w,s)wef*.sex respecta els tipus d’ operacions,
~Opel < (Syplyesx = (S’ Wwe 3>+ respecta els tipus de relacions,

és a dir, si fES(s],...,sn),s aleshores O-Opr(ﬂes,(O'sort(sj)f"'ro'sort(sn))'o'sort(s)

isi rESSI,...,Sn aleshores Gopr(r)eS Osore(S)re-Osope(S,)

Ara estem en condicions de donar a continuacié les definicions d'institucié i de
morfisme d'institucions sobre les que girara bona part d'aquest capitol.

Definicié 1.3.(Goguen, Burstall; 1983)
Una institucié és una quadrupla I = < SIGN, SEN, MOD, |= > on :

- SIGN és la categoria que té per objectes signatures, i per morfismes morfismes

de signatures,

- SEN: SIGN — SET és un functor que associa a cada signatura un conjunt

d’enunciats,

- MOD: SIGN — CATOP* és un functor que associa a cada signatura la

corresponent categoria de models,

- |= és una funcié que associa a cada signatura S una relacié binaria
|=5 < |[MOD(S)/ x SEN(S), anomenada relacié de satisfaccid, de forma que, per

atot $: § — §" morfisme de signatures, es verifiqui la condicié d'invarianca:

MOD($)(M’) |=g s si i només si M’ [=g+ $(s),

* CATOP representa la categoria dual de la categoria CAT que té per objectes categories i per morfismes
functors.
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per a tot model M' € MOD(S’) i per a tot enunciat s € SEN(S).
Definicio 1.4.

Siguin I = < SIGN, SEN, MOD, |= > iI' = < SIGN’, SEN', MOD', |="> dues
institucions. Un morfisme d'institucions M: I — I' és una tripleta (@, o, 3 ),

consistent en:
1. un functor @: SIGN — SIGN’,

2. una transformacié natural o: SEN'o® — SEN, donada per una familia
natural de funcions og: SEN'(D(S)) — SEN(S), i

3. una transformacié natural 3: MOD — MOD'o®@ , donada per una familia
natural de funcions Bg: MOD(S) — MOD'(d(S)),

tal que es preservi la relacio de satisfaccid, és a dir, es compleix la segiient condicié

A [=g og(s’) sii només Bg(A) |="gys) s°

per a qualsevol S-model A de I, i qualsevol @(S)-enunciat s'del’.

La teoria anomenada de les Logiques Generals (General Logics) iniciada per J.
Meseguer en (Meseguer, 1989), connecta els dos enfocs de la logica exposats
anteriorment mitjangant la seva nocié de "logica". Més concretament, donada una
institucid, i per tant una relacié de satisfaccid, i un ‘entailment system’, el qual conté
una relacié de deduccid, es dira que defineixen una logica si aquestes dues relacions

compleixen 1’axioma de la correctesa.
Definicio 1.5.

Un "entailment system" és una tripleta E = < Sign, Sen, |- >, on Sign és una
categoria de signatures, Sen és un functor Sen: Sign — Set, i [- és una funcié que
associa a cada signatura S de Sign una relacid binaria [-g & P(Sen(S)) x Sen(S),

anomenada S—entailment, tal que es satisfan les segiients propietats:
1. Reflexivitat: per a tot © € Sen(S), {0} [-g O
2. Monotonicitat: si 2 /-5 0,1 Q2 & €', aleshores ' [-g O

3. Transitivitat: si £ [-g 0; Viel i QU{O}- j € J} /-5, aleshores L2 /-g o
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4. /- Traduccid: si §2 [-g o aleshores, per a qualsevol morfisme de signatures
$:85 =8, esté 3(£) -5 $(0)
Definicié 1.6.
Una logica és una 5-tupla L = < Sign, Sen, Mod, /-, |= > de forma que:
1. <Sign, Sen, [- > és un "entailment system"
2. <Sign, Sen, Mod, |= > és una institucid, i

3. Es satisfa la segiient condicio de correctesa per a tot S € Sign, Q S Sen(S) i
o€ Sen(S),
Qg0 = Q=50

Una logica es diu que es completa si Q/-¢0 < Q/=¢0
Definicié 1.7.

Donat un conjunt de S-enunciats £2, es pot definir la categoria MOD(S,Q) com la
subcategoria de MOD(S) dels models M que satisfan tots els enunciats de £, és a
dir, M |=g 0, per a tot ¢ € L. Aleshores, podem definir una relacid, que també

notarem per |=, entre conjunts de LS-enunciats i LS-enunciats de la forma usual:
/=g osiinomés siM [=g Ooperatot M € MOD(S,Q) (1)
Proposici6 1.8 (Meseguer, 1989).

Siguil = < Sign, Sen, Mod, |= > una institucié. Aleshores la tripleta [t = < Sign,

Sen, |= >, on [= denota la relacié definida per (1) és un "entailment system".
Proposici6 1.9 (Meseguer, 1989).

Una institucié I determina una logica completa tal que I* és el seu "entailment

system” subjacent, i I és a la seva institucio subjacent.

2. Formalitzaciéo de les Logiques Multivaluades com a
families d'Institucions.

Les logiques multivaluades (Rescher, 1969; Rasiowa, 1974) es construeixen a partir
d'un conjunt de simbols de predicat, un conjunt de simbols de connectius, i d'un
conjunt de valors de veritat. Amb els dos primers es construeix 1’algebra lliure, o
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algebra de termes, generada pels simbols de predicats i que té com operacions els
simbols de connectius. Els elements d’aquesta algebra lliure s’anomenen enunciats.
Finalment, a cada enunciat se li associa un element del conjunt de valors de veritat,
aquest element representant el grau de certesa de I’enunciat. Per tant, sembla convenient
que aquest conjunt de valors de veritat tingui algun tipus d’estructura, almenys que
sigui una algebra del mateix tipus que 1’algebra dels enunciats, i a més amb dos
elements distingits o operacions d’aritat 0: ‘cert ‘ i ‘fals’.A la practica, atés que es vol
que el conjunt de valors de veritat sigui "senzill", a les possibles algebres de valors de
veritat se’ls hi exigeixen més axiomes. Finalment, els morfismes entre 1’lgebra 1liure
dels enunciats i la corresponent algebra de valors de veritat sén anomenats valoracions.
En logica proposicional cada valoraci6 és interpretada com un model, i per tant un
model estara generat per una aplicacié del conjunt de simbols de predicats en el conjunt

de valors de veritat.

La manera més uniforme d’estructurar les 1d0giques multivaluades com institucions seria
considerar ’algebra dels valors de veritat com part del llenguatge, és a dir, posar-la en
la signatura, i per tant de manera natural aquests valors de veritat formarien part dels
enunciats i dels models, perd 1’inconvenient que aixd comporta és que la classe de
models €s molt gran i hom no pot distingir quan es fa un canvi de signatura si els
models canvien degut al canvi dels simbols de predicat o al canvi dels valors de veritat.
A la practica interessa diferenciar els dos casos, i per consegiient pendrem les algebres
de valors de veritat fora de la signatura i construirem una familia d’institucions indexada
per aquestes algebres Aixi, els morfismes de signatura representaran canvis de
llenguatge mentre que els morfismes d’institucié representaran canvis de valors de

veritat.

2.1. Algebres de valors de veritat.

Una algebra de valors de veritat sera un objecte d’una categoria MOD(TV, EQ) dels
models d'una presentaci6 (TV, EQ), és a dir, de la parella formada per una signatura
TV amb un ol tipus (el tipus valor de veritat) i per un conjunt d'axiomes EQ que han
de satisfer les operacions de TV. Com és natural, les operacions de la signatura TV han
d'estar en relaci6 directa amb els connectius de les 10giques que pretenen valorar sobre
la classe d'algebres que determini la presentacié (TV, EQ), en el sentit que en aquestes
algebres hi ha d’haver tantes operacions i del mateix tipus com connectius hi hagi en les
10giques. D'altra banda, els axiomes de la presentaci6 representen el minim conjunt de
propietats exigibles a les operacions de les algebres de MOD(TV, EQ), propietats que a
la vegada tenen una traduccié immediata a quines seran les propietats caracterisques de
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la familia de logiques multivaluades que valorin sobre algebres de la categoria
MOD(TV, EQ).

Aixi doncs, cada presentacié del tipus (TV,EQ) especifica una classe d'algebres, on no
importa tant quins puguin ser els particulars valors de veritat en cada cas, siné quines
s6n les propietats intrinseques que defineixen la classe. Per tant, canviar d'axiomes a la
presentacio6 significa canviar de propietats estructurals a un nivell més alt que el que pot
significar un canvi per un morfisme d'algebres dins d'una categoria d'algebres donada,
és a dir, mantenint fixe el conjunt d'axiomes.

A continuacié és déna un exemple de presentacié per a una classe d'algebres de valors
de veritat que cobreix la majoria de sistemes polivalents surgits a partir de les logiques
de Lukasiewicz, i en particular totes aquelles subjacents a la teoria dels conjunts
difusos.

Exemple:

Sigui TV la segiient signatura:

Tipus: V (un conjunt de valors de veritat)
Operacions:

Cert - V

Fals -V

Neg vV — V

And : VxV — V

Or . VxV — V

Impi : VxV — V

Equiv : VxV — V

Ordre : VxV — {Cert, Fals}
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Sigui EQ el segiient conjunt d'axiomes

Neg

Neg(Cert) = Fals
Neg(Neg(x)) = x
Impli(Ordre(x,y),Ordre(Neg(y),Neg(x))) = Cert

And

Commutativa
Associativa
And(Cert,x) = x
And(Fals,x) = Fals

Impli(Ordre(x,y),Ordre(And(x,z),And(y,z))) = Cert

Or(x,y) = Neg(And(Neg(x),Neg(y)))

Impli
Impli(Cert,x) = x
Impli(x,Impli(y,z)) = Impli(y,Impli(x,z))
Impli(And(x,y),x) = Cert
Impli(Ordre(x,y),Ordre(Impli(z,x),Impli(z,y))) = Cert

Impli(Ordre(x,y),Ordre(Impli(y,z),Impli(x,z))) = Cert
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Equiv
Equiv(x,y) = And(Impli(x,y),Impli(y,x))
Ordre

Ordre(Fals,x) = Cert

Ordre(x,Cert) = Cert

Ordre(x,x) = Cert

Ordre(x,y) = Neg(Ordre(y,x)),per a tot x #y

Impli(And(Ordre(x,y),Ordre(y,z)),Ordre(x,z)) = Cert

Observi's que el model usual dels booleans (Bool) és un objecte inicial de
MOD(TV,EQ).

Altres exemples d'algebres de MOD(TV,EQ) poden ser:

1) V =[0,1], amb l'ordre usual, True = 1, Fals =0, Neg =n, And = T, Or = S,
Impli =1, i Equiv = E,

on n €s una negacié forta, T és una t-norma, S la t-conorma dual de T per n, I és
una funcié d'implicacié, i E és un connectiu equivaléncia definit per
E(x,y) = TU(x,y),I(y,x))

2) V={Eq, E{, Ey, E3, E4 }, amb l'ordenacié Eg <E; <Ey <E3 <Ey4, i amb les
seglients matrius com a operacions, on s'han identificat els valors amb els seus
subindexos:
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Neg Ad 01 2 3 4 or 01234
0|4 0/00000 001234
113 1o 1 1 11 1112334
212 2101 112 2113334
3|1 3|01 123 3133334
4|0 401234 4| 4 4 4 4 4
Impi O 1 2 3 4 Equiv O 1 2 3 4
0|l 4 44 4 4 040000
1104444 11043 2 1
2103 444 2103 432
31023 44 3102343
410123 4 41012734

2.2. LS-Institucions.

A partir d'aqui LS denotara un objecte de la categoria MOD(TV,EQ), i |LS| el seu
conjunt suport. Per a cada LS es descriura la instituci6 de la 1dgica LS-multivaluada,
LS-LMV. Aquesta institucié estara definida com és usual per una 4-tupla < SIGN,
LS-SEN, LS-MOD, |= >. Cadascuna de les seves components es descriuen a
continuacio.

D'entrada suposarem que els segiients objectes sén donats:

- Nat, el conjunt de nombres naturals

- un conjunt de simbols de relaci, juntament amb la seva aritat,

- un conjunt de simbols de variables

- un conjunt d'individus

- un conjunt de relacions definides sobre els individus

- un conjunt C de simbols de connectius 10gics, juntament amb la seva aritat,

- i una funci6 denota_connectiu de C al conjunt d'operacions de la signatura
TV.
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SIGN:

La categoria de signatures SIGN té com a objectes signatures S on:

- Sgort €8 un conjunt ¥ de tipus,
- S} formada per una familia de conjunts RS indexada per ¥* que seran els

simbols de relacié.
Els morfismes de SIGN s6n morfismes de signatura.

A partir d'ara notarem per Ar a la funcié de RS a Nat que déna 1'aritat dels simbols de
relacié.

LS-SEN:

La definicié dels enunciats de 1a mateixa manera que es defineixen en la 1dgica classica
fa que a I’hora de definir la relaci6 de satisfacci6 aquesta esdevé una relaci6 fuzzy i per
tant no es t€ una institucié en el sentit definit anteriorment. Per evitar aquest
inconvenient s’han definit els LS-enunciats mitjangant el funtor LS-SEN com es detalla
a continuacio:

El functor LS-SEN de SIGN a la categoria SET que déna els LS-enunciats es defineix a
partir del functor SEN de SIGN a SET que proporciona els enunciats classics i definit
de la forma segiient:

1. Donada una signatura S € SIGN, SEN(S), el conjunt de S-enunciats, consisteix en:

- S-enunciats atdmics: enunciats del tipus (r,{x1, ..., X }), on r és un simbol de
relacié de S, {xy, ...,xp} €s un conjunt de simbols de variables, amb Ar(r) = n.

- S-enunciats connectats: enunciats del tipus connect(c,L), on ¢ és un connectiu

logic, L és una llista d'enunciats de longitud igual a l'aritat de c.

2. Donat un morfisme de signatures $: S — S', SEN($) tradueix S-enunciats en

S'-enunciats de la segiient forma:
- si s = (r,X), aleshores SEN($)(s) = ($(s),X)

- si s = connect( c,[sq, ..., Sp] ), aleshores:
SEN($)(s) = connect(c,[SEN($)(s1),..., SEN($)(sp}]1 )
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Ara, un cop definit el functor SEN, podem passar a definir el functor LS-SEN-

1. Donada una signatura S € SIGN, LS-SEN(S) és el conjunt de LS-S-enunciats,

formats per parelles (s,W), on s és un S-enunciat,i W< |LS] .

2. Donat un morfisme de signatures $: S — S', LS-SEN($) és el parell de functors
(SEN($),Id.), és a dir, LS-SEN($)(s,W) = (SEN($)(s),W).

LS-MOD:

El functor LS-MOD de SIGN a CATOP déna, per a cada signatura S, la categoria LS-
MOD(S) de S-LS-models, i un functor LS-MOD($): LS-MOD(S') — LS-MOD(S), per
a cada morfisme de signatures $: S — S'. Anem a descriure la categoria LS-MOD(S) i
el functor LS-MOD($).

LS-MOD(S)

* Els objectes de la categoria LS MOD(S) sén S-LS-models definits com a tripletes
<S,Ind,f>, on S és una signatura de SIGN, Ind és un conjunt d'individus, i f és
una funcié que associa una relacié f(r) a cada simbol de relacié r de S. Aix{ doncs,
f(r) €s una funcié de Ind™ en |LS|, on n = Ar(r), i per tant, en realitat, f(r) és una
relacié valuada sobre LS.

* Un morfisme en la categoria LS-MOD(S) entre dos S-LS-models <S,Ind,f> 1
<S,Ind',f'> és una funci6 0: Ind — Ind' tal que el segiient diagrama commuta per a

cadarde S, onn = Ar(r):

fr): Ind" —— 5 |Ls]|

r on Id

f' N/ N
f'(r): Ind" —— 5 |LS|
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LS-MOD($)

* El functor LS-MOD($) tradueix S'-LS-models en S-LS-models de la segiient
forma: LS-MOD($)( <S', Ind', f> ) = < S, Ind, fo$ >

* D'altra banda, LS-MOD($) tradueix morfismes entre S'-LS-models en morfismes
entre els corresponents S-LS-models traduits, de forma que el diagrama segiient

commuta:
LS-MOD($)
._ . f N .
A_<S,Inda,a> > <S,Inda,$,fa>
3 d
A\’ \V
L LS—MOD($) _
B'=<S, Indy,f > > <S,|ndb,$,fb>

LA RELACIO DE SATISFACTIBILITAT |=:

La definicié de la Relacié de Satisfactibilitat requereix abans la definicié del que
anomem grau de satisfaccié d'un S-enunciat en un S-LS-model. En efecte, donat
un model A = <S,Ind,f> i una funci6 d'assignacié v: VAR — Ind, on VAR és un

conjunt de variables, el grau de satisfaccié d'un S-enunciat en el model A, sota
l'assignacié v, ve donat per la funcié dy: LS-MOD(S) x SEN(S) — |LS], definida per:

- dy(A, (1,X)) = f(1)(v(X))
- dy(A, connect(c,[sy, ..., 1)) = (denota-connectiu(c))(dV(A,s1), ces Ay (A,87)).

Ara, es defineix la Relacié de Satisfactibilitat entre S-LS-models i S-LS-enunciats de la

segiient forma:
A /=, (s,W) siinoméssid,(A,s)eW

A /= (s,W) siinoméssiA [=, (s,W) per a tota funcié d'assignacié v

El segiient teorema prova que LS-LMYV és en efecte una Institucié.
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Teorema 2.2.1

Donat un morfisme de signatures $: S — S’, el functor LS-MOD($) preserva la

relacié de satisfactibilitat =, és a dir, si A’ és un S'-LS-model, aleshores
A’ [= LS-SEN($)(s,W) si i només si LS-MOD($)(A’) |= (s,W)
per a qualsevol S-LS-enunciat (s,W).
Demostracis:
Sigui A'= < S, Ind', f >, 1 per tant LS-MOD($)(A") = < S, Ind', fo$ >. Anem a veure
primer que d,(LS-MOD($)(A"),s) = dy(A', SEN($)(s)), per a tota funcié d'assignacié
v. En efecte:

- si 8 = (1,X), aleshores tenim d,(LS-MOD($)(A"),s) = ((fo$)(M)(v(X)) =
= f($(1))(v(X)) = d, (A", SEN($)(s))

-sis= connect(c,[s;, ..., $,1)) 1 suposem que es verifiquen les igualtats
dV(LS-MOD($)(A'),si) =d, (A, SEN($)(si)) perai=1, .., n, aleshores tenim

dy(LS-MOD($)(A"),s) =

= (denota-connectiu(c))(dV(LS-MOD($)(A'),s1), ..y Ay(LS-MOD($)(A"),s)) =
= (denota—connectiu(c))(dV(A‘,SEN($)(s1)), s Ay(A,SEN($)(sp))) =

= dy(A', connect(c,[SEN($)(sy), ..., SEN($)(sy)])) = dy (A", SEN($)(s))

A partir d'aqui, la resta de la demostraci6 és immediata:

A'|=LS-SEN($)(s,W) siinomés si dy(LS-MOD($)(A"),s) € W per a tota assignacié
v, siinomés sidy(A', SEN($)(s)) € W, sii només si LS-MOD($)(A") |= (s,W). &

2.3. Morfismes entre LS-Institucions.

Principalment el que es fa en aquesta seccié és veure que, donades dues institucions
LS-LMV = < SIGN, LS-SEN, LS-MOD, |= > i LS-LMV = < SIGN, LS'-SEN,
LS'-MOD, |= >, una condici6 suficient per a l'existéncia de morfismes d'institucié
entre LS-LMV i LS-LMV és l'existéncia de morfismes d'algebra entre LS i LS'.
L'existéncia d'un tal morfisme assegurara la preservacié de la relacié de satisfactibilitat
quan els models i els enunciats es tradueixen d'una instituci6 a l'altra de la forma que
ho indica el segiient teorema.
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Teorema 2.3.1.

Siguin les dues institucions LS-LMV = < SIGN, LS-SEN, LS-MOD, |= > i
LS’-LMV = < SIGN, LS'-SEN, LS'-MOD, |= >. Aleshores, cada morfisme
d'algebres @: LS — LS’ permet definir un morfisme d'institucions
M @:LS-LMV — LS"-LMV.

Demostracio:

Tal com s'ha vist, tot morfisme d'institucions consta de 1) un functor entre
signatures, 2) una transformacié natural entre enunciats, i 3) una transformacié natural
entre models que preservi la relacid de satisfactibilitat. Anem a veure com, donat un
morfisme d'algebres @: LS — LS, podem construir un morfisme entre LS-LMV i

LS-LMV. En efecte:

1) Ates que la categoria de signatures SIGN és la mateixa a LS-LMV i LS'-LMV,
prenem com a functor entre signatures el functor identitat ID: SIGN — SIGN.

2) Definim una transformacié natural t @ del functor LS'-SEN al functor LS-SEN tot
donant el conjunt de funcions

t @ = { t_@ : LS-SEN(S) — LS-SEN(S) / VSe SIGN },

ont @g ((s,W)) = (s, @ 1(W)). Aquesta definici6 fa que el segiient diagrama commuti
per a tot morfisme de signatures $:S — S":

t_e
s LS—SEN(S) —>—3 LS—SEN(S)
$ LS'—SEN($) LS—SEN(S)
s LS'—SEN(S") —— LS-SEN(S)
_@S.

3) La transformacié natural m_@ del functor LS'-MOD al functor LS-MOD és donada
pel conjunt de functors m_@ = { m_@g: LS-MOD(S) — LS-MOD(S) / VSe SIGN},

on m_@s(<S, Ind, f >) = <S, Ind, @of>, i s'aplica als morfismes en la forma natural.
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Amb aquesta definicid, el diagrama segiient commuta per a tot morfisme de signatures
$:S - S

m_@s
S LS—MOD(S) > LS—MOD(S)
$ LS—MOD($) LS-MOD($)
S LS—MOD(S") > LS—MOD(S")
m_@s.

Finalment, anem a comprovar que la relacié de satisfactibilitat es preservada per les
transformacions naturals, és a dir que m_@g(A) |= (s,W) si i només si A |=
t_@g(s,W), per a tot model A € LS-MOD(S) i per a tot enunciat (s,W) € LS-
SEN(S). En efecte, si A = <S, Ind, f >, per les definicions donades de m_@gide
t @g tenim que m_@g(A) |= (s,W) si i només si d'y(<S, Ind, @of >,5) € W per a tota
assignacié v. Ara bé, tenint en compte que @ és un morfisme d'algebres, es pot
demostrar per inducci sobre el nombre de literals de s que es compleix

d'y(<S, Ind, @of >,5) = @ 0d(<S, Ind, f >,5)

Aleshores, d'y(<S, Ind, @of >,5) € W és equivalent a dy(<S, Ind, f >,5) € @ L(W), i
per tant equivalentaque A |=t @ s(s,W), tal com es volia demostrar.

3. LS-Institucions i Esquemes d'Inférencia.

En logica classica, la bivaléncia fa que no hi hagi ambigiietat a 1’hora d'establir sistemes
sintactics de deduccié. Quan s'escriu " p, q |- p&q " implicitament s'esta dient que si
"p"1"q" sén certs, aleshores també ho és "p&q". Aixi, la teoria de la redundancia de

Ramsey (Ramsey, 1927), on s'afirma que dir és cert que "p" és equivalent a dir que

"p", no t€ sentit en les 10giques multivaluades segons 1'enfoc que proposem

Gaire b€ en tots els tractats sobre 1ogiques multivaluades, les regles d'inferéncia
(Modus Ponens) s’apliquen només sobre proposicions a les que se'ls hi ha assignat el
valor boolea "cert", o bé, en general, un dels valors anomenats "designats". En
qualsevol cas, aquests valors actuen com a llindar que separa les proposicions "certes"
de les que no ho sén considerades com tals.
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Aquesta idea de llindar es trenca aqui a l'incorporar els valors de veritat en els
enunciats, i permetre aixi raonar amb qualsevol conjunt d'enunciats. Aquesta idea esta
present en la majoria de motors d'inferéncia de Sistemes Experts que utilitzen algun
model de factors de certesa.

El concepte d'axioma també varia. Aixi, per exemple, en la 10gica Loo de Lukasiewicz
pVv—p no €s un axioma , ja que v(p v —p) = max(v(p),1-v(p)) no és sempre igual a 1.
Amb el nostre enfoc [p v —p, {1}] tampoc seria un axioma, pero si que ho seria
[p v =p, [.51]]

Anem a veure en aquest apartat quan i cém es poden plantejar esquemes d'inferéncia del
tipus Modus Ponens i Resoluci, a partir de la relacié de deducci6 "semantica" |=g entre

conjunts de LS-enunciats i LS-enunciats.

Donat un conjunt de LS-S-enunciats €2, es defineix la categoria LS-MOD(S,Q) com la
subcategoria de LS-MOD(S) dels models M € LS-MOD(S) que satisfan tots els LS-
enunciats de , és a dir, LS-MOD(S,Q2)={M /M |=g G, peratot c € Q}.

Aleshores, la relacié de deduccié que notarem per |=g, entre conjunts de LS-enunciats i

LS-enunciats es defineix de la forma usual:
L [=g 0siinoméssiM |=gOcperatortM € LS-MOD(S,Q)

Per giiestions de simplicitat tractarem només el cas proposicional, on la relacié de
deduccid, per a cada signatura S de SIGN, la podem expressar aixi:

{ (s, W), oo (s, W) } =5 (s,W) si i només si per a tota S-valoracié V tal que
Vis;) e W,, ..., V(s,) € W, aleshores també és V(s) € W.

Degut a que si es verifica { (s{,Wy), ..., (8 Wp) } |=s (s,W) també es verifica
{ 81W1)s ooy (3,W5) } =5 (8,W"), on W & W', interessara precisar si una
deduccié és minimal en el segiient sentit:

Definicio 3.1.

La deduccié { (s;,W;), ..., (s,,W,) } |=5 (s,W) es dira que és minimal si per a tot
w e W, existeixen w,e W, ., w, € W,, i una S-valoracié V tal que
Vis;) =wy, o, Visy) =w, i V(s) =w

Com és usual, donada una signatura S, aqui també tindrem el concepte de S-
satisfactibilitat (o consisténcia) d’un conjunt de LS-S-enunciats:
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Definicié 3.2.
Un conjunt de LS-S-enunciats { (s;,W;), ..., (s,,W,) } sera S-satisfactible ( o
S-consistent ) si existeix una S-valoracié V tal que V(s;)eW,, ..., V(s,)eW,,.
A partir d’aquesta definici6, és immediat observar que {(15Ws -y (87,W )} sera
consistent si existeixen wie Wy, ..., w,e W, tals que {(s;,{w}), ..., (5p,{w, D)} és
consistent.

Els esquemes de deduccid que seran objecte d’atencid en els proxims apartats seran els
que responen en general a les dues segiients formulacions:

{(p,Wy),(p—>q, W)} /|=5(q, W3) Modus Ponens
{(_’p vdq, W])) (P vr, WZ)}/=S (qvr, W3) Resolucié

Per a cada esquema i en el cas |[LS| = [0,1], on les operacions AND, OR, NEG i IMP
venen donades per una t-norma T, una t-conorma S, una funcié de negaci6 forta n, i

una funcié d'implicacié I respectivament, s'estudiara en primer lloc quines sén les
condicions que han de cumplir W, i W, per a que siguin consistents els LS-enunciats

de la part antecedent , i en cas de ser-ho, es donara el subconjunt W5 de [0,1] soluci6

de les formulacions anteriors.

NOTA: A partir d’ara, ates que en 1’estudi que segueix es pot suposar que es treballa
sempre amb una mateixa signatura S, s’obviaran totes les referéncies a la tal signatura.

3.1. Esquemes de Modus Ponens.

L'esquema general a considerar sera:
{(p) W]): (p - q: WZ)} /= (q; W3): on W]; WZ: W3 c [011]

Suposat que el connectiu implicacié vingui representat per una funcié d'implicaci6 I, la
condici6 de consisténcia pel conjunt de [0,1]-enunciats { (p, W{), (p = q, W,) },és a
dir, que existeixi al menys una valoraci6 V tal que V(p) e W, iV(p > q e W,,

particularitzada en aquest tipus d'esquema €s la segiient:

{ (p, W;), (p — q, W) } és consistent si, i només, si existeixx € W;ize W, tal

que z = I(x,y) per aalguny € [0,1].
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A continuacié considerarem dos esquemes particulars d'interés. En cadascun d'ells es
fara un estudi detallat per a R-implicacions i S-implicacions.

* ESQUEMA MP-1: { (p, {a}), (p — q, {b}) } |= (q,W)

El planteig d'aquest esquema es tradueix a cercar les solucions del segiient problema:

Ixy) = b
X =
y = ?

onx=V(p)iy=V(q).

A continuacid, s’estudiara la formulacié detallada d’aquest esquema pels casos en que I
sigui una R-implicacié, o bé, una S-impliacié. Ara bé, independentment de quina sigui
la funcié d’implicacié particular, es pot assegurar que sempre es preserva el cas classic

tal com ens ho demostra la segiient proposicié.
Proposiciéo 3.1.1.
Per a qualsevol implicacié I, el segiient esquema és minimal:
{(p, {1}), (p = q,{1}) ] |= (q.{1})
Demostracio:

Es immediat, ja que si és I(1,y) = 1, aleshores és necessariament y=1

R-IMPLICACIONS

En tot aquest subapartat, I sera la R-implicacié generada per una t-norma T, és a dir
I(x,y) = Sup{ ¢ / T(x,c) <y }. D'entrada, podem fer les dues segiients observacions de

caracter general:

1) El fet que per a les R-implicacions sigui I(x,y) = 1 sii x <y, porta com a
conseqiiéncia que, quan b = 1, aleshores { (p, {a}), (p = q, {b}) } és consistent per a

qualsevol a, i la solucié és W = [a,1].
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2) Analogament, és immediat observar que si a=0, aleshores només potserb =1, i
conseglientment, W = [0,1].

Aix{ doncs, queda per veure la condicié de consisténcia en el cas b < 1ia > 0.
Distingirem si la t-norma T és arquimediana o no, i si ho és, si el generador additiu de T
és estricte o no (vegi’s apéndix 1). En els cas de les t-normes no arquimedianes,
centrarem l'estudi per a T = Min, ja que com és conegut qualsevulla t-norma no
arquimediana és suma ordinal de t-normes arquimedianes amb el minim. La R-
implicacié associada a T = Min és la funci6 definida com I(x,y) = 1, si x<y, I(x,y) =y
altrament.

Proposicié 3.1.2.
i) SiT és arquimediana estricta, aleshores:
{ (p, {a}), (p = q, {b}) } és sempre consistent excepte enelcasb< 1,a = 0.
it) Si T és arquimediana no estricta de generador f, aleshores:
{ (p, {a}), (p — q, {b}) } és consistent sii fla)+f(b) <f(0).
i) Si T = Min, aleshores:
{ (p, {a}), (p = q, {b}) } és consistent siib = 1 0 b < a.
Demostracio:

1) Anem a veure que en el cas b < 1 i a > 0 sempre hi ha solucié i la soluci6 és y =
= T(a,b). En efecte, si b < 1, ha de ser x > y. Aleshores I(x,y) = f-1(f(y)-f(x)). Aix{, el
problema és, donat f-1(f(y)-f(x)) = b, i x = a, trobar quan val y. Es immediat veure que
sempre hi ha solucid, i que la soluci6 és y = f-1(f(a) + f(b)) = T(a,b).

ii) Ates que I(x,y) = fl-1(f(y) - f(x)), es tracta d'aillar y en l'expressi6 fl-11(f(y) - f(b)) =
=a,on b < 1. Aleshores tenim f(y) = f(a)+f(b), és a dir ha de ser f(a)+f(b) < f(0), i en
aquest cas és y = f-1(f(a) + f(b)) = T(a,b).

iii) Suposem b < 1. Aleshores si ha de ser I(a,y) = b, necessariament ha de sera > y i
y = b, i per tant a > b. Observi's que en aquest cas y = b = Min(a,b). ¢

NOTA: en el cas de l'implicaci6 de Lukasiewicz I(x,y) = Min(1,1-x+y), generada per la
t-norma T(x,y) = Max(0,x+y-1) de generador additiu f(x) = 1-x, la condicié de
consisténcia expressada en la proposicié anterior es tradueix per a+b > 1.
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Un cop suposada la consisténcia, el segiient teorema déna la formulacié del esquema
MP-1 per a qualsevol R-implicacié.
Teorema 3.1.3.
Sigui I la R-implicacié generada per la t-norma continua T.

Si{(p,{a}), (p = q, {b}) } és consitent, aleshores tenim els segiients esquemes

minimals:
{(p,{a}), (p = q. {b})) } |= (q.[a.]1]), sib =1
{(p,{a}), (p = q, (b}) } |= (qT(ab)), sib<l
Demostracio:

Només cal veure el cas b < 1. Si b < 1 aleshores ha de ser a > y, i si T és continua
existeix z < 1 tal que T(a,z) =y, ipertant és b =I(a,y) = Sup{ c / T(a,c) =y }, i degut
altra cop a la continuitat de T, ha de ser T(a,b) =y, tal com es volia demostrar. ®

S-IMPLICACIONS

Sigui ara I(x,y) = S(n(x),y), on S és una t-conorma continua i » una negacié forta.
Aleshores el planteig de l'esquema 1, i.e. { (p, {a}), (p — q, {b}) } |= (q,W), porta a

resoldre el problema

S(n(x),y) = b
X = a
y = 9

onx=V(p)iy=V(Q.

La condici6 de consistencia de { (p, {a}), (p = q, {b}) } quan el connectiu implicacié
ve representat per una S-implicacid, a diferéncia del cas de les R-implicacions, es pot

donar de forma general en la segiient proposicié.
Proposicio 3.1.4.
El conjunt d'enunciats { (p, {a}), (p — q, {b}) } és consistent sii b > n(a).

En el cas usual de n(x) = 1-x, la condicié resulta ser a+b > 1.
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Demostracid:

En efecte, si { (p, {a}), (p = q, {b}) } és consistent, aleshores existeix y tal que
S(n(a),y) = b. Aix06 vol dir que ha de ser b > n(a). Reciprocament si és b > n(a),
aleshores per la continuitat de S i per les condicions de contorn S(n(a),0) = a i
S(n(a),1) = 1, existeix y tal que S(n(a),y) = b. ¢

Es interessant observar que en aquest cas de les S-implicacions, la condicié de
consisténcia és independent de la particular t-conorma utilitzada en la definici6 de la S-
implicacid, i només depén de la funcié de negacié emprada. Per iltim, el segiient
teorema ens déna la formulacié del esquema de Modus Ponens MP-1 per a S-
implicacions un cop suposada la consistténcia, i depenent del tipus de t-conorma
emprada en la definicié de la implicacié. Vegi’s ’apéndix 1 per a un breu resum dels
tipus de t-conormes aixi com els seus generadors additius i les seves quasi-inverses.

Teorema 3.1.5.

Sigui I(x,y) = S(n(x),y), on S és una t-conorma.
Aleshores, si { (p, {a}), (p = q, {b}) } és consistent (és a dir, b > n(a)), tenim els

segiients esquemes minimals:

(i) si S és una t-conorma arquimediana estricta
{ (p, {a}), (p = q, {b}) } |= (4.[0,1]), sib=lia=0
{ (p, {a}), (p = q, {b}) } |= (q.{S"(n(a)/b)}), altrament

(ii) si S és una t-conorma arquimediana no estricta
{ (p,{a}), (p = q, {b}) } |=(q.[S"(n(a)/b),1]), sib =1
{(p,{a}), (p = q, {b})) } |= (¢,{S"(n(a)/b)}), altrament

(iii) si S és la t-conorma Max
{ (p.{a}), (p = q, {b}) } |= (¢.[0,n(a)]), sib=n(a)
{(p,{a}), (p = q, {b}) } |=(q.{b}), alrament

on S” denota la quasi-inversa de S.
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Demostracié:

(i) Sigui g el generador additiu de S, o sigui S(x,y) = g-1(g(x)+g(y)), i sigui y=V(q).
Aleshores hem de resoldre I'equacié S(n(a),y) = b. En el cas de que b=1 i a=0, és
evident que la solucié és tot I'interval [0,1] ja que S(1,y) = 1 es verifica per a tot y de
[0,1]. Considerem doncs el cas que a#0. Aleshores 1'equacié es pot expressar com
gl-1(g(n(a))+g(y)) = b, o bé per S estricta com g(y) = g(b)-g(n(a)), i per tant serd
y = g-l(g(b)-g(n(a))) = SA(n(a)lb). Observi's que si b=1, aleshores y=1,
independentment de quan valgui a, sempre que sigui diferent de 0.

(i1) Com en el cas anterior, sigui g el generador additiu de S, o sigui S(x,y) =
= glll(g(x)+g(y)), i sigui y=V(q). Considerem l'equaci6 gl-11(g(n(a))+g(y)) = b. Si
b = 1, aleshores ha de ser necessariament g(n(a))+g(y) = g(1),0 bé equivalentment ha
de ser y = g-1(g(1)-g(n(a)) = SA(n(a)|1). Per altra part, si b < 1, aleshores l'equacié
passa a ser g-1(g(n(a))+g(y)) = b, i no hi ha cap problema per aillar y, donant com a
resultat y = g-1(g(b)-g(n(a))) = SA(n(a)/b), tal com es volia demostrar.

(i) L'equacié a considerar ara és Max(n(a),y) = b. Aleshores és clar que si b = n(a)
qualsevol y < n(a) n'és solucié. En canvi, si b > n(a), aleshores només pot ser solucié
y = b. ’

* ESQUEMA MP-2: { (p’ [3,1])’ (p - q, [bal]) } I= (q,W)

Aquest segon esquema planteja una deduccié tipus Modus Ponens quan sén conegudes
fites inferiors pel condicional i antecedent. Aixi doncs el que es tracta és de solucionar
el segiient problema:

Ix,y) 2 b
X2 a
y = 9

onx=V(p)iy=V(Q.

A diferéncia del esquema MP-1, el conjunt d'enunciats { (p, [a,1]), (p = q, [b,1])} és
sempre consistent, ja que, com a minim, tota valoracié V tal que V(p) = V(q) = 1,
satisfa a (p, [a,1])ia (p — q, [b,1]).

D'altra banda, la solucié al esquema MP-2 també es pot donar d'una forma general, tal

com prova la segiient proposicié.
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Proposicié 3.1.8.

Per a qualsevol R-implicacié o S-implicacid I, el segiient esquema de deduccié és

minimal:
{(P: [a:]])’ (P —q, [b.-]])] /= (Q:[m](a,b)»l]),

onmy és la funcié generadora de Modus Ponens associada al (§1, 3.3).
Demostracio:

Recordem que segons el lema 3.4 del capitol 1, per les R-implicacions i S-implicacions
I'infim es compleix que I(x,y) 2 b si i només si my(x,b) <y. Aleshores la monotonia de

my i el fet que x 2 a porta a que y = my(a,b). La minimalitat de 1a deducci6 prové del fet
que es compleix I(a,my(a,b)) 2 b.

NOTA: Observi's que aquest tipus d'esquema amb fites inferiors pels valors de la
premissa i del condicional (de fet només caldria en el condicional), concorda amb
l'obtingut en el capitol 1 a partir de consideracions fetes basicament sobre quines eren
les propietats exigibles a un tal esquema d'inferéncia.

3.2. Esquemes de Resolucié.

Els esquemes que anem a considerar en aquesta secci6, tal com ja s'ha indicat, seran els
dels tipus:

{(pva W) (pvr, Wy} /|=(qvr, W), onW,, W, W; < [0]]

Si S €s la t-conorma continua que modelitza el connectiu disjuncié v, i n és la funci6 de
negaci6 corresponent a —, aleshores la consisténcia dels enunciats { (—p v q, W),
v 1, W,) } es particularitza a la segiient condicio:

{(—p vaq, W;),(pvr, W,)} és consistent sii existeixen w, e Wyiw, e W, tal
que w; = S(n(x),y) i wy = S(x,z) per a alguns x,y,ze [0,1].

Analogament al cas dels esquemes de Modus Ponens, a continuacié s'estudiaran més

detalladament dos esquemes més particulars.
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* ESQUEMA R-1: { (-p v q, {a}), (p v r,{b}) } |=(qVv r, W)

El problema que planteja aquest esquema és, donat V(—p v q)=ai V(pv ) =b, dir
quelcom sobre V(q v r). Dit d'altra manera, el problema plantejat és

S(n(x),y) = a
S(x,z) = b
S(y’z) = ?

, €s a dir, saber quan pot valdre S(y,z) si sabem que S(n(x),y) = a, i S(x,z) = b, on x,
y iz representen V(p), V(q) 1 V(r) respectivament.

La segiient proposicié déna una condici6 necessaria i suficient per a la consisténcia dels

enunciats premissa del esquema R-1.
Proposiciéo 3.2.1.

El conjut d'enunciats { (—p v q, {a}), (p v r, {b}) } és consistent si i només si es

compleix la relacié b > n(a).
Demostracio:

Sigui S(n(x),y) = ai S(x,z) = b. Per la propia condicié de ser S una t-conorma, tenim
que n(x) = a, i que x = b, o sigui ha de ser b > n(a). Queda vista doncs la necessitat de
la relaci6. Anem a veure la suficiéncia. En efecte, ates que S(n(a),0) = n(a) i
S(n(a),1) = 1, la continuitat de S assegura que existeix c tal que S(n(a),c) = b.
Aleshores, prenent x = n(a), y = 0, z = ¢, tenim S(n(x),y) = a.i S(x,z) = b. Es a dir,
tota valoracié V tal que V(p) = n(a), V(q) = 0,1 V(r) = c, satisfa al conjunt d'enunciats
{(=pvaq{ah),(pvr {b})} ¢

Cal remarcar que aquesta condici6 de consisténcia per I’esquema R-1 és idéntica a la de
I’esquema MP-1 per a S-implicacions. Aixi doncs també val aqui I'observacié que en
aquest esquema la consisténcia només depén de la funcié de negacié n, i no de la

t-conorma emprada.

Una consequencia d’aquesta proposicié que sera d’utilitat més endavant és el segiient

corol.lari.
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Corol.lari 3.2.2.

Sigui § una t-conorma continua, n una funcié de negacio, i abx € [0,1].

Aleshores les segiients condicions sén equivalents.:
i) existeixeny,z € [0,1] tals que S(n(x),y) =a i S(x,z) = b
ii) n(a) £x<b
Demostracio:

Es immediat.que i) implica ii). Recfprocament, si és n(a) < x < b, val la desigualtat
n(x) 2 a, i en particular també x > b. Aleshores per la continuitat i les condicions de

contorn de S, forgosament existeixen y i z tals que S(n(x),y) =a i S(x,z)=b. &

Sigui el subconjunt de [0,1]2, DS = { (x,y) / x,y € [0,1], x <y }. Donada una
t-conorma S, podem considerar les segiients funcions S*, S# : DS — [0,1]

S*(xly) = Inf{ c € [0,1]1/S(x,c) =y } = S Xly)
S#(xly) = Sup{ c € [0,1]/ S(x,c) =y }

Observi's que:
- S* coincideix sobre DS amb la quasi-inversa de S, S*
- Si S és arquimediana estricta o S = Max, S” = S# sobre DS-{(1,1)}
- Si S és arquimediana no estricta, S* = S# sobre DS-{(x,1)/x € [0,1] }

Aquestes funcions s6n d'utilitat en el proper teorema, on es dona una expressié general
del esquema R-1 per a qualsevol t-conorma continua S i qualsevol negaci6 forta n.

Teorema 3.2.3.

Siguin § la t-conorma continua, i n la negacio forta que interpreten als connectius v
I =, respectivament. Suposat que el conjut d'enunciats { (—p v q, {a}), (p v r,
{b}) } és consistent ( i.e., b 2 n(a) ), aleshores tenim el segiient esquema de

deduccié minimal:

{(=pvaq. {a),(pvr (b))} /|=(qvr [ GNab), G*ab)].)
on les funcions G i G# venen definides per:

G*a,b) = Inf{ S(S"(n(x)/a), SN(x/b)) | n(a) <x <b },

G¥*(a,b) = Sup{ S(S*(n(x)/a), S#(x/b)) I n(a) <x <b }
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Demostracio:

Si{(=pvaq,{a}), (pvr, {b}) } és consistent amb x = V(p), aleshores ha de ser b > x
> n(a), i segons-el corol.lari anterior, els valors S”A(n(x)la), SA(x|b), S#(n(x)la), i
S#(x|b) estan ben definits. Aixd permet assegurar que donat el sistema

S(n(x),y) =a
S(x,z) =b

i fixat un x qualsevol de [n(a), b], aleshores y € [ SAn(x)la), S#nx)a) ], i
z e [ SNx|b), S#(x|b) 1, i per tant S(y,z) pertanyara al interval:

[ S(S"(n(x)la), SAxIb)), S(S*(n(x)a),S*(x/b)) ]
A partir d’aqui, el resultat del teorema es segueix immediatament. ¢

NOTES:
- Si a = n(b), aleshores G*(a,b) = 0, per a qualsevol S. En efecte, x=n(a), y=0, i
z=0 satisfan S(1-x,y)=a i S(x,z)=b.
- G" i G* s6n funcions no decreixents en les dos variables.

La segiient proposicié déna tres expressions particulars de I'esquema R-1.
Proposicio 3.2.4.
Sigui n(x) = 1-x. Aleshores tenim
1) PeraS(x,y) = Max(x,y), el segiient esquema és minimal.:
{(—pvaq {a}), (pvr {b})}/|=(q vr [Min(ab), Max(ab)].)
2) Pera S(x)y) = x+y-xy, el segiient esquema és minimal:
{(—=p vaq, {a})(p vr, {b})} |=(q vr, [ (a+b-1)max(ab), (a+b-1)/min(a,b) ].)
3) Per aS(x,y) = Min(1,1-x+y), el segiient esquema és minimal:
{(-pvaqlal),(pvr {b})}/=(qvr {a+b-1}.),si ab< ]
{(=pVvqg, {a}),(pvr {(b})}[|=(q vr, [a+b-1,1].), altrament.
Demostracid:

1) S(x,y) = Max(x,y)
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2)

xSy SAxly)=Inf{ c/Max(xc)=y }=y, six<y
=0,six=y

S#(xly) = Sup{ ¢ / Max(x,c) =y } = y
G/a,b)
l-a<b

l-a<x<b:  S(S7(1-x/a),S"(x,b)) = Max(0,b), si x = 1-a
= Max(a,b),sil-a<x <b
=Max(a,0),six=b

G”\(a,b) = Inf{S(S"(1-x|a),S"(x,b)) / 1-a < x < b } = Min(a,b)

l-a=x=b:  S(S*(1-x[a),S(x,b)) = Max(0,0) = 0
G”(a,b) = Inf{S(S"(1-x[a),SA(x,b)) / 1-a=x=b } = 0
G#(a,b)
l-a<x<b: S(S#(1-x]a),S#(x,b)) = Max(a,b),
G#(a,b) = Sup{S(S#(1-x/a),5#(x,b)) / 1-a < x < b } = Max(a,b)
S(X,y) = x+y-xy

x<y SAxly)=Inf{c/x+c-xc=y } = (y-x)/(1-x), si x < 1
=0,six=y=1

S#(xly) =Sup{ c/x+c-xc =y } = (y-x)/(1-x), si x < 1
=1, si x=y=1

G"a,b)
ab=zl1

O<l-as<x<b<1: S(S7N(1-x]a),S(x,b)) = S((a+x-1)/x, (b-x)/(1-x)) =
=1 - (1-a)(1-b)/x(1-x)

G”(a,b) = Inf{S(S”(1-x|a),S*(x,b)) / 1-a< x <b } = a+b-1/ max(a,b),
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a=1

0 <x<b<«1: S(S*(1-x|1),S7(x,b)) = S(0,b) = b, si x=0
= S(1, (b-x)/(1-x)) = 1, si x>0

G(1,b) = Inf{S(SA(1-x]1),S*(x,b)) /0 <x <b } = b = a+b-1 / max(a,b),
=1

O<1l-a £x<1: S(SMN(1-x|a),SA(x,1)) = S((a+x-1)/x,1) = 1,six < 1
=S(a,0)=a,six=1

G”(a,1) = Inf{S(S*(1-x|a),S"(x,1)) / 1-a<x <1 } = a = a+b-1 / max(a,b),

a=b=1

0<x<1: S(SM1-x]1),S7(x,1)) = S(0,1) = 1, si x=0
=S(1,1)=1,si0<x<1
=S8(1,0)=1,six=1

G”(a,b) = Inf{S(SM1-x|1),S"(x,1)) /0<x <1 } =1 = a+b-1/ max(a,b),
G”(ab) = a+b-1 / max(a.b),

G#(a,b)

ab#1

0<l-a<x<b<l: S(S*(1-xja),S*(x,b)) = S((a+x-1)/x, (b-x)/(1-x)) =
=1 - (1-a)(1-b)/x(1-x)

l-a<b<1/2.1/2<1-a<b

G*#(a,b) = Sup{S(S#(1-x|a),S#(x,b)) / 1-a < x <b } = a+b-1 / min(a,b),
1-a<1/2<b
G#(a,b) = Sup{S(S#(1-x|a),S#(x,b)) / 1-a < x <b } = 1- 4(1-a)(1-b),
a=1

0 <x<b<1l: S(S*(1-x|1),S#(x,b)) = S(1,b) = 1, si x=0
= S(1, (b-x)/(1-x)) = 1, si x>0

G#*(1,b) = Sup{S(S#(1-x|1),S#(x,b)) /0 < x <b } = 1 = a+b-1 / min(a,b),
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3)

b=1

O<1la <x<1: S(S*(1-xla),S#(x,1)) = S((a+x-1)/x,1) = 1, si x < 1
=S, 1)=1,six=1

G¥(a,1) = Sup{S(S#(1-x|a),S#(x,1)) / l-a<x<1}=1=
= a+b-1/ min(a,b),

a=b=1

0<x<1: S(S#(1-x]1),5%(x,1)) = S(1,1) = 1, si x=0
=S(1,1)=1,si0<x <1
=S(1,)=1,six=1

G#(a,b) = Sup{S(S*(1-x/1),5#(x,1)) /0 <x <1} = 1 = a+b-1 / min(a,b),

GH#ab)=1-4(1-a)(1-b).si1-a<1/2<bh
= a+b-1 / min(a.b), altrament

S(x,y) = Min(1, x+y)
xSy SAMXxly)=Inf{ c/Min(l,x+c) =y } =y-x

S#(xly) =Sup{ c/Min(l,x+c)=y } =y-x,siy < 1
=1,siy=1

G*a,b)
l-asx<b: S(S7(1-x]a),S"(x,b)) = S(a+x-1, b-x) = a+b-1

G”(a.b) = a+b-1

G#(a,b)

ab=#l1

O<l-a<x<b<1l: S(S#(1-x|a),S#(x,b)) = S(a+x-1, b-x) = a+b-1

a=1
0 <x<b<l: S(S*(1-x|1),8%(x,b)) = S(1,b-x) = 1,
b=1

0<la <x<1I: S(S*(1-x]a),S#(x,1)) = S((a+x-1,1) = 1,
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a=b=1
0<x<1: S(S#(1-x/1),S%(x,1)) = S(1,1) = 1,
G#(ab) =a+b-1.siab <1
= 1, altrament
L

A diferéncia dels esquemes de Modus Ponens de l'apartat anterior, I’esquema de
Resoluci6 no garanteix sempre €l cas classic. En efecte, la segiient proposici6 ens ho

demostra.

Proposiciéo 3.2.5.

Sigui S la t-conorma i n la negacio forta que interpreten als connectius v i —

respectivament. L'esquema
{(=pva {1}),(pvr{I})}/|=(qvr {1})
és valid, i alhora minimal, en els segiients casos:
1.S = Max.
2. S és una t-conorma arquimediana estricta

3.§ és una t-conorma arquimediana no estricta amb n < ng, on ng és la negacié
forta generada pel generador additiu g de S, és a dir si S(x,y)= g l(g(x)+g(y))
ns(x) = g1(g(1)-g(x)).

Demostracio.

Es trivial pel cas S = Max o S arquimediana estricta, atés que verifiquen S(x,y) = 1 sii
x=1 o y=1. Suposem doncs que S sigui arquimediana no estricta de generador g.
Aleshores de S(n(x),y) = 11ide S(x,z) = 1, podem concloure que

gn(x)) + g(y) =2g(1),1

g(x) + g(z) 2g(1),
iper tant

g(y) + g(2) 2 2g(1) - g(n(x)) - g(x) 2 2g(1) - g(ns(x)) -g(x) = g(1),
o sigui, S(y,z) = 1, tal com es volia demostrar. ¢

El segiient exemple prova que la hipdtesi n < ng de la condici6 3. és necesaria per a la

demostracid.
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Exemple:

Considerem la t-conorma arquimediana no estricta de Lukasiewicz
S(x,y) = Min(x+y,1), que té com a generador additiu g(x) = x, i per tant ng(x) = 1-x.
Considerem ara la negacié forta n(x) = (1-x2)1/2, Es facil comprovar que si prenem
x=06,y = 02,1z = 04, tenim S(n(x),y) = 1, S(x,z) = 1, i en canvi
S(y,z) = 0.6 < 1.

* ESQUEMA R-2: { (—p v q, [a,1]), (pVv 1, [bI]) } |=(q Vv r, W)

En aquest tipus d'esquema el conjunt d'enunciats premissa { ( —p v q, [a1]),(pvr,
[b,1]) } sempres és consistent, ja que qualsevol valoracié V tal que V@=V(@)=1el
satisfa. Tantmateix, aquesta valoracié fa que V(qvr) =1, i per tant es pot assegurar

que, en qualsevol cas, 1 € W.
La formulaci6 general del esquema R-2 ens la d6na el segiient teorema.

Teorema 3.2.6.

Siguin S la t-norma i n la negacié forta que modelitzen els connectius v i —

respectivament. Aleshores els segiients esquemes sén minimals:
{(-pvalal]),(pvr [bl])}/=(qvr,[01]), sin(a) 2b
{(—pvaqlal])(pvr[bl])}/|=(qvr [GNab)l]), sin(a)<b.
on G*a,b) = Inf{ S(S(n(x)/a), SN(x/b)) | n(a) <x <b }.
Demostracio:

Siés n(a) 2 b, aleshores , { (—p v q, {a}), (p vr, {n(a)}) } és consistent i déna lloc al
esquema minimal { (=p v q, {a}), (p vr, {n(a)}) } |= (q v, [0,1]), segons s'ha vist
en l'apartat anterior. Aixd déna validesa al esquema { ( -pvaq,l[al]),pvr[bl])}
|=(qVvr,[0,1]), en el cas de ser n(a) = b.

D'altra banda, si és n(a) < b, { (=p Vv q, {a}), (p vr, {b}) } és consistent, i per tant,
segons el teorema 3.2.3, G”(a,b)e W. Donat que, tal com s'ha comentat, també 1e W,

el resultat del teorema es segueix facilment. ¢
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Capitol 3: INFERENCIA EN LOGICA
DIFUSA

1. Introduccio.

L.A. Zadeh va introduir en (Zadeh, 1973) la anomenada Regla Composicional
d'Inferéncia (R.C.I.), també coneguda com el Modus Ponens Generalitzat, per tal de
modelitzar la inferéncia en el marc de la logica difusa a partir de proposicions

condicionals.

Considerem un condicional de la forma "Si (X és A) aleshores (Y és B)", on X 1Y sén
dues variables que prenen valors sobre universos U i V respectivament, i A i B s6n
predicats, en general vagues, modelitzats per a sengles subconjunts difusos d'U i V.
Per abis de notacié denotarem igual els predicats que les seves distribucions de
possibilitat associades. La representaci6 del condicional vindra donada en general per
una distribucié de possibilitat Hg;o a UxV. Aleshores, la R.C.I. de Zadeh permet
obtenir una distribucié de possibilitat B' sobre V, a partir d'una distribucié de
possibilitat A' sobre U i de la distribucié condicional Hg,A segons el segiient esquema:

Si (XésA) aleshores (Y és B)

(X és A”)

(Y és B’)
on la distribucié B' s'obté de la segiient forma:

B'(v) = Sup,{ min( A'(u), H/a(u,v) )/ue U},peratotve V,

és a dir, com a composicié max-min d'A' amb Hp,a, considerades les distribucions
com relacions difuses en U i en UxV respectivament.

Una de les caracteristiques més remarcables d'aquesta regla és que permet fer
raonament aproximat en el sentit que la regla és aplicable encara que la distribucié A'
difereixi de la del antecedent de condicional A, de forma que quant més diferent sigui
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A'd'A, més diferent sera B' de B. Ara bé, per altra part, no sempre que A' = A, es pot
assegurar que B' = B. Aquest i altres resultats no satisfactoris varen portar a plantejar—
se la correctesa de la regla o bé de les representacions del condicional. En general, es
suposa que, donada la relacié existent entre conjunts difusos i 10giques multivaluades,
la distribuci6 condicional és de la forma

Hp/a(u,v) = I A(w), B(v) ),

on I és una funcié d'implicacié. Aquest fet va portar a qiiestionar-se en (Valverde,
Trillas, 1985) la utilitzacié del operador min en la formulacié de la R.C.L.,
independentment de quin féra el connectiu implicacié I utilitzat per representar el

condicional. La proposta que alla es feia era formular la R.C.I com

B'(v) = Sup,{ m( A'(u), I( A(u), B(v))/ue U},peratotve V,

on m €s en general una funcié generadora de Modus Ponens per a I, és a dir, en termes
utilitzats en el capitol anterior m €s una funcié que pertany a FGMP]. Amb aquesta
formulacié desapareixen alguns problemes que hi havien amb la formulacié original,
pero els resultats del capitol anterior sobre funcions generadores de Modus Ponens
suggereixen el no utilitzar qualsevol m € FGMP; sino la my, és a dir, la més gran de
FGMP;. La formulacié final doncs que es considerara de la R.C.I. sera la segiient:

B'(v) = Sup,{ mi( A'(w), I( A(u), B(v) )/ u e U}, peratotv eV,

Aquesta elecci6 s'acabara de justificar en l'apartat segiient.

Independentment de les consideracions que s'acaban de fer, Baldwin (Baldwin, 1979)
dona una formulacié alternativa de la R.C.L, i en general de tota la "Fuzzy Logic", a
través de les anomenades qualificacions veritatives difuses ("fuzzy truth
qualifications"), subconjunts difusos de l'interval unitat [0,1] considerats com a valors
de veritat (cert, poc cert, molt cert, fals, etc.) de la logica difusa. Al no fer referéncia a
cap distribucié de possibilitat en particular, aquest enfoc permet estudiar el procés
d'inferéncia només en funcié de les qualificacions veritatives. Aquesta ha sigut la idea
que ens ha guiat a partir del segon apartat, on, basicament s'estudia en primer lloc la
naturalesa de les qualificacions veritatives i les seves combinacions com a regles d'un

calcul 1ogic, i sobre tot, la modelitazcié de la inferéncia en aquest marc.

Al llarg d'aquest capitol 1 a menys de que s'indiqui el contrari, sempre que es faci
referéncia a una implicacié es suposara que bé es tracta d'una R-implicacié o bé d'una

S-implicacié.
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2. Fonaments de la Regla Composicional d'Inferéncia.

Donada una distribucié de possibilitat Px per a la variable X sobre 1'univers U, i una
distribucié Py per a la variable Y sobre l'univers V, la distribucié de possibilitat de Y

condicionada a X sobre UxV ve definida per
Py/x(u,v) = I(Px(u),Py(v)),
on I és una funcié d'implicacid.
D'altra banda, la Regla Composicional d'Inferéncia (R.C.1.),

P'y(v) = Sup{ m(P'x(w),Py/x(u,v) /ue U}, Vve V

permet inferir una distribucié de possibilitat P'y per a la variable Y, donada una
distribucié condicional Py,x de Y respecte X i una distribucié P'x per a la variable X.
La distribuci6 inferida P'y no és qualsevol, sino que és precisament la que, juntament
amb la distribucié P'x, indueix la distribucié condicional de Y respecte a X més
especifica que conté a la distribucié Py/x. Dit d'altra forma, tal com es demostrara més
endavant, la distribucié P'y es pot expressar aixi:

P'y = Min{ P e [0,1]V / I(P'x, P) 2 I(Px, Py) }

Tal com s'ha comentat en l'apartat anterior, la importancia d'aquesta regla d'inferéncia
€s que, un cop establert un lligam condicional entre un estat de referéncia de la variable
Y respecte a un estat de referéncia de la variable X, (a través d'una distribucié de
possibilitat condicional Py,x induida per unes distribucions inicials Px i Py deXide
Y respectivament), es pot aplicar a tot un seguit de situacions o estats de la variable X
que no concorden exactament amb el suposit inicial. Ara bé, com és d'esperar, com
més s'allunyin aquestes situacions de la de referéncia, menys especificitat (e.g. menys
informacié) hi haura en la conclusié. De fet, tal com es veura, la R.C.I. admet una
formulaci6 (a través de les Forward Reasoning functions) que posa de manifest que la
distribucié inferida per a la variable Y (P'y) només depén de I'estat de referéncia de Y
(Py) i del grau de compatibilitat o d'acord entre I'estat actual i el hipotétic o de
referéncia de la variable X (descrits per P'x i Px respectivament.), mesurat en termes

de funcions de compatibilitat o qualificacions veritatives.

El caracter de raonament aproximat que se li otorga a aquest tipus de raonament prové
del fet de que el procés inferencial descrit permet que una relacié condicional entre dues
variables en una situacié determinada, pugui ser extesa a d'altres situacions "no massa
diferents", és a dir, si es considera valida la proposicié condicional
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"si (X és A) aleshores (Y és B) "
aleshores també ho seran les proposicions condicionals del tipus
"s1 (X és A') aleshores (Y és B) "

on A' reflexa un estat semblant a A per a X, i B'=CRI(A'I(A,B)) és l'estat més
semblant a B tal que la relacié entre A'i B' preservi la de A i B. Aixd queda demostrat
en el segiient teorema.

Teorema 2.1.

Sigui I una implicacié, i sigui B’ la distribucid de possibilitat en l'univers V inferida
de la distribucié A’ en l'univers U i de la distribucié condicional I(A,B) en UxV,
mitjancant la R.C 1., és a dir, B'(v) = Sup{ my(A'(w),I(A(u),B(v))) | u d'U }.
Suposant normalitat en les distribucions, aleshores B’ és la distribucié més

especifica que conté a B i que verifica
I(A,B) < I(A",B’),

i per tant, I(A"B’) és la distribucié condicional més especifica entre les del tipus
I(A",P) que preserva I(A,B).

Demostracio:

Primerament anem a veure que B> B. En efecte, B'(v) = Sup{ my(A'(u),I(A(u),B(v)))
/ud'U } 2B'(v) = Sup{ my(A'(u),B(v)) / u d'U } = B(v). En segon lloc veiem que
I(A,B) < I(A',B"). Pel lema 3.4 del capitol 1, tenim I(A(u),B(v)) < I(A'(u),B'(V)) si, i
només si, mI(A'(u), I(A(u),B(v))) < B'(v), la qual cosa es verifica de forma immediata
a partir de la definicié de B'. Finalment, suposem que B" sigui una distribucié tal que
I(A,B") 2 I(A,B). Pel lema 3.4 del capitol 1, tenim que, per a qualsevol u d'U,
my(A'(u),I(A(u),B(v))) £B"(v), i per tant també es cumplira:

B"(v) 2 Sup{ my (A'(w),I(A(v),B(v))) /udU } = B'(v). ¢

Aix{ doncs, queda vist que la R.C.I., que respén a I’esquema

Si X és A aleshores Y és B Py/x(u,v) = I(A(u),B(v))
X és A’ P'x(u) = A'(n)
Y és B’ P'y(v) = B'(v)

on B'(v)= Sup{ mj(A'(u),I(A(u),B(v))) /ud'U}, *)
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es pot formular funcionalment a través d'una funcié CRI de [O,l]Ux[O,l]UXV en
[O,l]V com

B'= CRI( A" I(A.B) ) =pgr Inf{ C € [0,1]V/ I(A",C) 2 I(A,B) }

Seguidament anem a veure algunes propietats de la R.C.I, que donen una idea de quin

és el seu comportament.
Proposicio 2.2.

Sigui I una funcio d'implicacid, siguin A i A’ distribucions de possibilitat sobre un
univers U, i sigui B una distribucio sobre un univers V. Suposant normalitat en les

distribucions, aleshores es satisfan les segiients propietats:
(1) CRI(A"I(A,B)) < CRI(A"I(AB)), si A" < A"
(2) CRI(A"I(A,B)) = B, per a qualsevol A’
(3) CRI(A"I(AB)) = B, si A’ inclos en A
(4) CRI(A"I(A,B)) = U, si A’ inclos en el complementari d’A.
Demostracio:
(1) immediat a partir de que my €s creixent respecte a la primera variable.

(2) CRI(A“I(A,B))(v) = Sup{ mp(A'(u),I(A(u),B(v))) / u dU } = Sup{
mp(A'(u),B(v)) /ud'U } = B(v).

(3) Primer, anem a veure que CRI(A,I(A,B))=B. Aix0 és directe a partir del teorema
2.1. CRI(A,I(A,B))(v) = Sup{ my(A(u),I(A(u),B(v))) /ud'U ] <Sup{ B(v)) /udU }

= B(v). Ara, si A'<A, tenim, per una banda CRI(A',I(A,B)) = B per (2), i per l'altra
banda CRI(A'I(A,B)) < CRI(A,I(A,B)) = B, segons (1). Per tant, ha de ser
necessariament CRI(A',I(A,B)) = B.

(4) Suposem A' inclos en -A, o sigui A'S 1-A (o bé, A < 1-A"). Si A’ és normal,

existeix u* d'U tal que A'(u*) = 1, i per tant A(u*) = 0. Aleshores,
my(A'(u¥),I(A(u*),B(v))) = 1, o sigui CRI(A'I(A,B)) €s la distribucié idénticament

igual a 1, la induida per l'univers U. +
Les propietats (1)+(4) es poden interpretar en termes semantics:

(1): com menys especifica €s la hipotesi, menys especifica és la tesi
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(2),(3): per més especifica que sigui la hipotesi, la tesi no podra mai ser més
especifica que la de referéncia en el condicional, com a maxim igual, i en general ho
sera menys

(4): en el cas d'hipotesi falsa, res no es pot deduir.

Amb aquesta interpretacié, queda clar que aquestes quatre propietats, juntament amb el
resultat del teorema 2.1, sén la contrapartida de les exigides a les funcions generadores
de Modus Ponens definides en el marc de la 1ogica multivaluada. Aixi doncs, es pot
considerar propiament que l'esquema de la R.C.I. correspon a un Modus Ponens
Generalitzat, on les funcions CRI sén les funcions generadores de Modus Ponens per a
les distribucions condicionals definides a partir de 1.

3. Funcions de compatibilitat i Qualificacions Veritatives

A (Zadeh, 1978) es va introduir el concepte de "compatibilitat" entre dues distribucions
de possibilitat. Aquest concepte és clau per a la formulacié que va donar Baldwin de la
Regla Composicional d'Inferéncia (Baldwin, 1979) i que s'utilitzara en els apartats

seguents.
Definicié 3.1.

Donades dues distribucions de possibilitat A i B sobre un univers U, s'anomena
Juncié de companibilitat d'A donada B a la funcié t4,g: [0,1] — [0,1] definida

per:
To/B(2) = Sup,{ B(u)/ A(w) =z}, si Al(z) =0
= 0, altrament
A la distribuci6é B I'anomenarem distribucié de referéncia.

Tal com s'indica a (Prade, 1978), la funci6 de compatibilitat conté com a informacio els
valors de les extensions proposades per Zadeh de les mesures de possibilitat i necessitat
descrites a la pag. 9 d'aquesta memoria en el cas de que tant la distribuci6 associada a
un enunciat com l'associada a la informacié de referéncia no siguin "crisp”. En efecte,
definint

Posp(A) = Sup{ min( pp(u), pa(W) /ue U}

Necg(A) = Inf{ max(1-pug(u), Lpo(u))/ue U }
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es compleix
Posg(A) = Sup{ min( 15 ,g(x),x)/ x € [0,1] }
Necg(A) = Inf{ max(1-t5,g(x), x) / x € [0,1] }

La funcié de compatibilitat d'una distribuci6 A respecte a una altra B déna una idea de
quina és la minima "deformacié funcional" que hauria de sofrir A per tal d'incloure a B.

Aix0 ho demostrem en la segiient proposicid.

Proposicié 3.2.

Tg/ A’ €5 la funcid f més petita tal que foA 2 A’, és a dir,

T4’ = Min{ f:[0,1] = [0,1] | foA 2 A"}
(s’entén que el minim ho és respecte a l'ordre puntual)

Demostracio:

1) Sigui f(A(u)) =2 A'(u) per a tot u d'U. Aleshores si A(u) = z, tindrem f(z) 2 A'(u), o
sigui f(z) és una cota superior del conjunt { A'(u) / A(u) = z }, i per tant sera
f(z) 2 Sup,{A'(w) / Aw) =z} = TA/A(2)-

2) Anem a veure que Tp/a'0A 2 A'. En efecte, tenim que Tp p0A](1) = To A (A(0)) =
= Supy{ A'(V)/ A(v) = A(u) } 2 A'(u). ¢

L'anterior definicié de funcié de compatibilitat només contempla el cas que les dues
distribucions estiguin definides sobre el mateix univers. De fet, és facil extendre la
definici6 de compatibilitat quan, en general, 1'univers de la distribucié de referéncia

conté a l'altra com una de les seves components.
Definicio 3.3.

Donades una distribucié de possibilitat A sobre un univers U, i una distribucié de
possibilitat B sobre un univers V tal queV = U’ x U x U", aleshores la funcié de
compatibilitat T4 ,p de A donada B es defineix de la segiient forma:

Ta/p(2) = Sup,{ Proj(B:U)(u) | A(u) =z}, si Al(z) # D

=0, altrament
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on Proj(B:U) és la projeccio de la distribucié B sobre l'univers U, o sigui,
(Proj(B:U))(w) = Sup,,»{ B(u'uu") luw' eU’, u" €eU" }.

Anem a veure en la segiient proposicié com es pot expressar la compatibilitat entre
algunes distribucions multidimensionals en funcié de les compatibilitats entre els seus

components.
Proposicié 3.4.

Siguin A i A’ distribucions sobre un univers U, i B i B’ distribucions sobre un
altre univers V. Aleshores, si suposem que A(U) = B(V) = [0,1], tenim les

segiients relacions:

1. T4 ABIA'AB(?) = Supsyl T(Tg/51(x),7p/p(¥)) | T(x.y)=2}
2. TAuB 1A’'AB(2) = Supxyl T(T4/47(x),7B/B(¥)) | S(x.y)=2 }
3. TA ABIA'VB(2) = Subxyl S(Tp/4(%).7p/B/(¥) | T(xy)=2 }
4. TAuB 1A'vB(2) = Supxyl S(Tg/41(x),78/B(¥) 1 S(x.y)=2 }
5. 1_p/412) = TA14(1-2).

Demostracid:

L. TAAB/A'AB'(@) = Supyy{ T(A'(),B'(v)) / T(A(u),B(v)) =z } =
= Supxy{ T( Sup,{ A'(w) / A(w)=x }, Sup { B'((v) /B(v) =y } )/ T(x,y) =2} =
= Supy{ T(tp/A ()18 () / T(Xy) =2 }.

2. TAVB /A'AB' (@ = Supyy{ T(A'(),B'(v)) / S(A(w),B(v)) =z } =
= Supxy{ T( Supy{ A'(w) / A(u) =x b Sup { B(V)/B(v)=y })/S(xy)=z}=
= Supyy{ T(tpo/A'(%),TB/B'()) / S(y) =2 }.

3. TAAB/A'VB!(@) = Supyy{ S(A'(),B'(v)) / T(A(),B(v)) =z } =
= Supyy{ S( Supy{ A'@)/ Aw) = x }, Sup, { B() /B =y })/ Txy) =2 } =
= Supxy{ S(TA/A'(X),TB/B'(}')) / T(X’Y) =z}

4. TAVB /A'VB'(@) = Supy{ S(A'(),B'(v)) / S(A(),B(v)) =z } =
= Supyy{ S(Supy{ A'w) /A@)=x}, Sup, { B((vV)/B(v)=y })/S(xy) =2} =
= Supyy{ S(TA/A'(),TB/B'Y)) / S(xy) =2 }
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5.1_p/a'(@) = Supy{ A'(w) / (-A)(w) =z } = Sup{ A'(w) / A(w)=1-z } = Tp 7 (1-2).
+

En els segiients tres subapartats es comenten i es justifiquen tres interpretacions que es
poden donar a les funcions de compatibilitat: com a mesura de relativa de conformitat
(‘matching"), com a qualificacions veritatives i com a modificadors semantics.

3.1. Les funcions de compatibilitat com a una mesura relativa
de conformitat.

En el marc possibilistic, el concepte de veritat s'entén generalment com una mesura
relativa: un grau de conformitat entre enunciats, que parlen sobre estats, situacions o
comportaments d'un sistema, i un conjunt, que anomenarem "evidencial”" seguint la
terminologia de (Ruspini, 89), d'aquells estats que sén consistents amb I'evidéncia
observada. Naturalment, aquesta mesura s'obtindra a través d'un procés de "matching"
entre la representacié del significat de cada enunciat i la representacié del contingut
d'aquella part del conjunt evidencial que sigui rellevant a 'enunciat en qiiestio.

Aixi doncs, sigui £ = (X és A)&(Y és B)&(Z és C')&.... el conjunt evidencial
considerat, on A', B', C',... s6n subconjunts difusos d'universos U, V, W,...
respectivament, que indueixen sengles distribucions de possibilitat sobre els valors de
les variables X, Y, Z, .. . Considerem un enunciat del tipus p = "X és A", on A és un
subconjunt difiis del univers U. Aleshores la funcié de compatibilitat entre Ai A' (la
projeccié d' E = A'A B'A C'A ... sobre l'univers U ), subconjunt difts del interval
unitat [0,1], déna l'anomenada qualificacié veritativa (Baldwin, 1979) de p respecte a
E:

QV(P/E) =TA/E = TA/A"

Tal com s'ha esmentat anteriorment (prop. 3.2), aquesta mesura es pot interpretar com
aquella minima transformacié necessaria sobre 1'estat del sistema descrit per p per tal de
ser un estat consistent amb l'evidéncia observada. Dit d'altra forma, QV(p/E) déna una
idea del grau de proximitat o similitut entre diferents estats concebibles del sistema.
Aquesta caracteristica fonamental de les funcions de compatibilitat és la que explota la

Regla Composicional d'Inferéncia, i que es posara de relleu en el segiient apartat 4.
amb la formulaci6 d'aquesta regla a través de les Funcions de Raonament Directe My:
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p' QV(a/q) = M(QV(p/p))

Aixi doncs, la R.C.I. opera com un procés d'extrapolacié que "aproxima la veritat" en
el sentit de que produeix una proposicié ¢’ que és més general que el consegiient de la
regla inferencial ¢, i que el grau de semblanca entre g i ¢° és funci6 del grau en que
s’assemblen pip’.

3.2. De les funcions de compatibilitat a les qualificacions
veritatives.

Es conegut que l'estreta relaci6 que hi ha entre la teoria dels conjunts difusos i la logica
multivaluada prové del fet de que, donat un conjunt diftis A sobre un univers U,
aleshores els valors de la funcié de pertinenga p1A(u) sén considerats com els graus de

veritat de les proposicions "A(u)" en una ldgica infinitament valuada :

Ha(w) =v("X és A" / X=u).

Traduit en termes de la teoria possibilista, I'anterior igualtat ens diu que
Poss[ X=u/"Xés A" ]=v("X és A"/ X=u),

0 sigui, atés que "X €s A", la possibilitat que la variable X prengui el valor u és igual al
grau de veritat de la proposicié "X és A" quan X = u.

Anem a veure com es poden interpretar des d'aquest enfoc les funcions de
compatibilitat, 0 més concretament les qualificacions veritatives. L'idea és que aquestes
funcions ens donen el conjunt (crisp o difs) de possibles valors de veritat que pot
pendre una proposicid, donat un conjunt evidencial en general, o una altra proposicié

de referéncia en particular.

Aquesta idea sembla clara quan la proposicié de referéncia és crisp. El cas més senzill

€s quan l'informacié que es té és totalment precisa, i.e. que la variable X en giiestié
pren un determinat valor u d'U. Aleshores, sigui D, la distribucié associada a

l'enunciat "X = u", és adir D (v) = 1siv =u, D, (v) = 0 altrament. Es facil comprovar
que TA/D, déna precisament la funcié caracteristica del conjunt crisp de [0,1] format

Unicament pel valor [La ().
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Considerem ara com a enunciat de referéncia una proposicié "X és B", on B és un
subconjunt crisp d'U, o sigui la informacié disponible és imprecisa pero no vague.
Aleshores QV("X és A"/"X és B") déna una funcid caracteristica corresponent a un
conjunt crisp de valors de [0,1] que és precisament el conjunt { v("X és A"/X=u) /
B(u)=1 }, és a dir els possibles valors de veritat que pot pendre la proposicié "X és A"
quan X pren valors sobre €l subconjunt B.

Finalment considerem que la proposicié de referéncia conté informacié vague, €s a dir,
B és un element de ?(U). En aquest cas, QV("X és A"/"Y és B") defineix un
subconjunt difds de valors de [0,1], de forma que cada valor t€ un grau de ser
considerat com a possible valor de veritat de 1a proposicié "X és A"

En resum, podriem dir que qualificar veritativament un enunciat ve a ser una
generalitzacié del que és una valoracié en 1ogica multivaluada, on la proposicié de
referéncia vindria a jugar el paper de model, encara que incomplet o imprecis, i que, per
tant, les qualificacions veritatitives jugen el paper de valors de veritat de la 1ogica
difusa. Aixi, la interpretacié lingiifstica que s'els hi ha donat usualment a algunes
d'aquestes funcions sén:

Absolutament cert: ¢T(x) =1, six=1; ¢T(x) = 0 altrament
Cert. J, la identitat sobre [0,1]

Indeterminat: ¢y » 1a funci6 idénticament igual a 1
Fals: 1-j

Absolutament fals: Op(x) = 1, si x=0; Op(x) = 1, altrament.

3.3. Les qualificacions veritatives com a modificadors.

Es interessant observar que, donada una proposicié de "X és A", on A és un element de
les parts difuses d'un univers U, aleshores podem considerar la segiient funcié:

cl(AL) : P(U) = P(U)

Cl(A/A") = Tp/p0A ,peratot A'de 'ﬁ(U)

per la qual, per a cada possible referencial A', la funcié de pertinenca d'A €s modificada
al composar-la amb la funcié de compatibilitat respecte a A'. En realitat, aquesta funci6é
cl(A/.) és, per a cada A, un operador clausura. En efecte, tenim les segiients propietats:
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Lema 3.3.1.

Si A’ = hoA, aleshores és TAIAY A(U) = h

Demostracio:

Sigui z € A(U), aleshores €s Tp a(z) = Sup,{ A'(u)/ A(w) =z} =
= Sup,{ h(A(u))/ A(w) =z } = Sup,{ h(z) / A(u) =z } =h(z).

Proposicio 3.3.2.

Donat A de ﬁ( U), la funcié cl(Al.) considerada abans és un operador clausura a

ﬁ(U), és a dir, verifica les segiients propietats:
1. cl(A/B) 2B, per a tot B de P(U)
2. cl(Al.) és idempotent
3.siB <C, cl(A/IB) £ cl(AIC)
Demostracio:
1. directa a partir de la proposicié 3.2 (Tpg = Inf{ h/h(A)2B })
2. hem de veure que 1 Altp B0 AOA = Tp /goA per a tot B de P~(U). Pero aixo, €s

immediat ja que si anomenem C = T jg0A, pel lema anterior tenim que T ;C | A(U)

=TA/B | AUy i per tant TA/CoA = TA/BOA.

3.S1és B<C,15,/8(z) =Sup,{ B(u)/ A(u)=z}=Sup,{ Cu)/ Au)=z } =
Ta/C(2), per a tot z de A(U), i per tant, cl(A/B) = Tp /goA < TA/COoA =CI(A/C). #

El fet de ser cl(A/.) un operador clausura, i principalment la condicié d'idempoténcia,
permet considerar a les qualificacions veritatives com a modificadors linguistics o

semantics de les proposicions, en el sentit segiient:

Si tenim un enunciat p="X és A" i la seva qualificacié QV(p/E) respecte a un referencial
desconegut E = "X és B", aleshores a efectes inferencials, aix0 és equivalent a tenir un
referencial E'="X és A", on A' = QV(p/E)oA €s un modificat d'A.

En efecte, encara que en general A' = QV(p/E)oA # B, degut a la proposicié anterior
tenim que Ta A = QV(P/E) = 15 /B, cosa que fa que els dos esquemes
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Si"X és A" aleshores "Y és F" Si"X és A" aleshores "Y és F"

QV('Xé A"/E)=1 "X €és A' = ToA"

||Y éS Flll HY és FII'

tinguin la mateixa conclusid, i.e. M;(1)oF = CRI(AI(AF)) = F. A més, A'és la

distribucié menys especifica (la més gran puntualment)

Es a dir, es pot interpretar que qualificar una proposici6 és, en cert sentit, modificar el
seu significat per tal de ser el més especific consistent amb la realitat observada.

4. Funcions de Raonament Directe.

En aquest apartat, es déna una formulacié alternativa de la R.C.1., basada en la que va
donar Baldwin a (Baldwin, 1979), i s'en estudien les seves propietats i avantatges
respecte a 1'anterior. Comencem amb la definici6 de les funcions de raonament directe
(F.R.D.), introduides a (Trillas, Valverde; 1987).

Definiciéo 4.1.

Sigui I una funcié d'implicacié, i my la funcié generadora de Modus Ponens

associada a I. La Funcié de Raonament Directe (Forward Reasoning
Function) M associada a I és una funcié de [0,1 ][ 0,1] en [0,1 ][ 0,1] definida com
My:(0,1][0:1] — [0,1][0.1]
(My(t))(y) = Sup{ my(7(x)I(x,y)) /'y de [0,]] }

En el teorema segiient, es déna la nova formulacié de la R.C.1L, i s'estableix la seva
equivaléncia amb la donada a 'apartat 2.

Teorema 4.2.

Siguin I una funcié d'implicacié i m_I la funcié generadora de Modus Ponens
associada a l. Siguin A i A’ distribucions de possibilitat en U, i B una distribucio en
V. Sigui B’ tal que

B'(v)= Sup{ my(A'(u),I(A(u),B(v)) /| u d'U }.

Aleshores també és
B’ = M](TA/A')OB,
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on My és la funcié d'inferéncia directa associada a la funcié de implicacid I, i T4 4-

és la funcié de compatibilitat de A donat A’.
Demostracio:

Atés que Ta /A (A(w)) = Supy{ A'(v) / A(v) = A(u) }, podem escriure :
B'(v) = Sup,{ my(A'(w),(A),B(V))) } = Sup,{ my(Tp/a(AW),I(AW),BW))) } =
Supy{ mp(to/A(x)I(x,B(V))) } = Mp(Tpo o) B(K)). *

NOTA: aqui s'ha suposat que A(U)=[0,1].

Una consequéncia immediata del teorema €s que Tg/g'=M](Tp/A"), O sigui, s pot
entendre la R.C.I. com un procés en el que a partir de 1a qualificacié veritativa de
l'antecedent del condicional, s'obté una qualificaci6 veritativa pel consegiient. Es des
d'aquest punt de vista, que les qualificacions veritatives juguen el paper de valors de
veritat a la logica difusa. També solen rebre el nom d'etiquetes difuses.

NOTA: La decisié presa en anteriors apartats de treballar sempre amb distribucions
de possibilitat normals (i.e. sempre hi ha algun punt en que la distribucié pren el valor
1), és facil veure que aqui es tradueix en que les qualificacions veritatives que
considerarem d'ara en endavant seran aquelles funcions 4 de [0,1] en [0,1] tals que
h(x)=1 per a algun x de [0,1], o bé dit d'altra forma, seran aquelles representades per
subconjunts difusos normals de [0,1].

De la mateixa forma que en el apartat anterior es donava una interpretacié de la
distribuci6 inferida en termes de la distribucié més especifica que preservava una relacié
condicional (teorema 2.1), aqui es pot donar una caracteritzaci semblant:

Teorema 4.3.

Sigui My la funcié d'inferéncia directa associada a una implicacié I, i sigui h una
qualificacié veritativa o etiqueta difusa (element de [0,1][0-1]). Aleshores, My(h) és

la qualificacioé T més especifica tal que
I <Io(hxt).
Demostracio:

En primer lloc veiem que I < Io(h x Mj). Pel lema 3.4 del capitol 1, tenim I(x,y) <
I(h(x), Mi(h(y))) si, i només si, my(h(x), I(x,y)) < My(h(y)), la qual cosa es verifica de
forma immediata a partir de la definicié de Mj(h). Suposem ara que T' sigui una
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qualificacié tal que I < Io(hxt'). Pel lema 3.4 del capitol 1, tenim que, per a qualsevol
x,y de [0,1], mp(h(x),I(x,y)) < T'(y), i per tant, també es cumplira

T'(y) 2 Sup{ mp(h(x),I(x,y)) / x de [0,1] } = My(h)(y).*

Una altra conseqiiencia del teorema 4.2 és que la nova formulacié de la regla
composicional d'inferéncia posa de manifest que el seu comportament és independent
de les particulars distribucions utilitzades, i només depén de la funcié Mj principalment,
i d'una funcié de compatibilitat en segon lloc. Aixi doncs, és interessant estudiar en
més detall altres propietats de les funcions My que expliquin com respon la regla
d'inferéncia devant diverses situacions. En la segiient proposicid, s'en descriuen

algunes.

Proposicié 4.4.

Sigui Myla F.R.D. associada a una funcié d'implicacié 1. Aleshores M| satisfa les

segiients propietats:
(1) My(1) 2}, per a tota tde [0,1][0:1] 1al que ©-1(1) 20
(2) Mj(1) SMy(T)siT<T
(3) My(7) = j, per atota T<jtal que 7(1)=1, ( en particular My(j)=j )

(4) My(t)(y) 2my(7(0),1) per a qualsevoly de [0,1]

Demostracio:

(1) Sigui k = min{t-1(1)}. Per a qualsevol y, el fet que I(k,y) = y permet escriure
Sup, {my(t(x),I(x,y))} =2 my(t(k),I(k,y)) = I(k,y) = y. A més, en el cas particular de
les R-implicacions, si y =2 k, aleshores és Mj(t)(y)=1. En efecte,
Sup, {my(1(x),I(x,y))} = my(t(k),I(k,y)) = m(1,1) = 1.

(2) Sigui T < 1'. Aleshores del fet que my €s creixent respecte a la primera variable
implica My(t)(y) = Supy{ my(t1(x),I(x,y)) } < Supy{ my(7'(x),1(x,y)) } = My(t)(y).

(3) Sigui T <j. Anem a veure primer que Mj(7) < j. En efecte, tenim Mp(1)(y) =
Sup, {m(1(x),I(x,y))} < Sup,{ my(x,I(x,y)) } <y, atés que es verifica my(x,I(x,y)) <
¥y, per a qualsevol y. Ara bé, d'altra banda, Sup,{ m(t1(x),I(x,y)) } 2 my(1,I(1,y)) =
¥y, 0 sigui, conseqiientment ha de ser My(7)=j.
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(4) M1(t)(y) = Sup, { mp(t(x),I(x,y)) } 2 m(1(0),I(0,y)) = my(t(0),1), per a qualsevol
y de [0,1]. #

La segiient proposicié déna una propietat que sera importatnt a I'hora de caracteritzar
les qualificacions invariants per M.

Proposicio 4.5.

Si I és continua per la dreta respecte a la segona variable, aleshores es compleix la

segiient condicio:

Mj(h) <h siinomés sil <lo(hxh)

Demostracid:

Tenim que Sup, { my(h(x),I(x,y)) } < h(y) si, i només si, my(h(x),I(x,y)) < h(y), i per
tant, pel lema 3.4 del capitol 1, si, i només si, I(x,y) < I(h(x),h(y)). *

En els dos segiients subapartats s'estudien a fons el comportament de les Funcions de
Raonament Directe corresponents a S-implicacions i a R-implicacions.

4.1. Funcions de Raonament Directe per a R-implicacions.

Anem a veure d'entrada que, de fet, en el cas de les R-implicacions, les funcions M
poden ser considerades com uns "operadors conseqiiéncia generalitzats" definits sobre
les parts difuses de [0,1], atés que, tal com prova la segiient proposicid, verifiquen les
tres propietats caracteristiques: la extensiva, la isotonia, i la idempoténcia. (S'entén que
els elements de les parts difuses sén subconjunts difusos normals, i.e., contenen com a

minim a un element amb grau de pertinenga 1)

Proposicio 4.1.1.

Sigui My una funcié d'inferencia directa associada a una R-implicacio. Aleshores
I

My cumpleix les segiients condicions:
CQ-1) h <M/(h), per a qualsevol h de [0,1][0.1] (extensiva)
CQ-2) si h <h', aleshores My(h) <M (h’) (isotonia)

CQ-3) My(h) = My(My(h)), per a qualsevol h de [0,1](0.1] (idempoténcia)
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Demostracié:
Sigui I una R-implicaci6 generada per una t-norma T, o sigui my=T.
CQ-1: My(h)(y) = Sup,{ T(h(x),I(x,y)) } = T(h(y),1(y,y)) = T(h(y),1) = h(y).
CQ-2: propietat (3) de 1a proposicié 4.1
CQ-3: 1. Del fet que My(h) 2 h i que M és creixent, tenim My(Mj(h)) 2 Mj(h).
2. MM()(y) = Supy{ TMh)(x), I(x,y)) } =
= Supy{ T( Sup,{ T(h(2),1(z,x)) }, I(x,y)) } =
= Supy{ Sup,{ T(T(h(2),l(z,x)), I(x,y) ) } } =
= Supy,{ T(h(z), T(z,x),I(x,y))) } <
< Supy,{ T(h(2),l(z,y)) } = Myh)(y).

Aixi doncs, la proposicié queda demostrada. ¢

Hem vist, per tant, que 1a M és un operador clausura definit sobre el reticle complet de
les funcions de [0,1] en [0,1]. Amb aquestes condicions és sabut que la imatge de M
(els tancats) és un Inf-semireticle complet que conté al maxim (la funcié idénticament

1), 1 determina univocament a Mj de la forma

Mj(h) = Inf{ I’ tancat | h' 2 h }.

En el nostre cas, el sistema clausura associat a My és a més un reticle complet, i atés que
M ve determinada per 1'imatge, sera interessant caracteritzar els seus elements, que en
el contexte de la regla composicional d'inferéncia, seran els valors de veritat difusos
invariants per inferéncia. Aquests resultats es demostren a continuacié. En efecte, la
estructura del sistema clausura associat a una Funcié d'Inferéncia Directa My ve donada
en el segiient teorema.

Teorema 4.1.2.

Donada una Funcié d'Inferéncia Directa My, el sistema clausura associat a M 1ésun

reticle complet amb les operacions max-min.

Demostracio:
Com s'ha comentat, només cal veure que és un Sup-semireticle complet. A partir de la
continuitat de les t-normes generadores de les implicacions I, és immediat veure que My
és un morfisme de [0,1][0,1] en [O,l][O:l] respecte al maxim puntual, i per tant que el
conjunt d'invariants €s tancat respecte a aquesta operacié. Queda per veure doncs la
completesa. Siguin { hj/je J } una familia arbitraria d'etiquetes invariants. Anem a
veure que Vhj també €és invariant. En efecte, tenim

M(Vhj)(y) = Supy{ T(Vhj(x),I(x,y)) } = Sup,{ V(T(hj(x),I(x,y)) } =

= V(Supy{ T(hj(x),I(x,y)) }) = (vM[hj))(y) = (Vhj)(y). *

-78-



§3. Inferéncia en ldgica difusa.

El teorema segiient caracteritza les etiquetes invariants per les My en el cas de les R-

implicacions .
Teorema 4.1.3.

Sigui I una R-implicacié. Aleshores, una etiqueta h és invariant per M I, Si i només
si
I <Io(hxh).

Demostracio:
Es una conseqiiéncia immediata de la proposici6 4.5 i de la propietat extensiva de les
Mj com a operadors conseqiiéncia, quan I €s una R-implicacié.

Corol.lari 4.1.4.

Si h és una etiqueta invariant respecte a una My corresponent a una R-implicacid,

llavors h és una funcié creixent.

Demostracio:
En efecte, suposem x < y. Aleshores tenim 1 = I(x,y) < I(h(x),h(y)), és a dir,
I(h(x),h(y)) = 1, i per tant, necessariament ha de ser h(x) < h(y). #

Exemples:

Anem a donar les condicions necessaries i suficients sota les quals una etiqueta és
invariant per My especifiques per a tres R-implicacions: les generades per les t-normes
Min, Prod i Luk. D'entrada, pel corol.lari anterior, podem suposar que les etiquetes
son creixents, i que per tant valen 1 en 1. Aixi, My(h)(y) = Supx{ T(h(x),I(x,y)) } es
pot escriure com Mj(h)(y) = max( h(y), Supxsy{ T(h(x),I(x,y)) } ), de forma que és
clar que h sera invariant si, i només si, es compleix h(y) = Hi(y), on Hy(y) =
= Supxsy{ T(h(x),I(x,y)) }.

1. T=Min: Hi(y) = Supy,y{ T(h(x),I(x,y)) } = Supy,y{ min(h(x),y) }
min(h(1),y) = y. Per tant tindrem que h és invariant sii h > j.

2. T=Prod: Hy(y) = Supx>y{ T(h(x),I(x,y)) } = Supx>y{ h(x).(y/x) }. Aleshores
sera h(y) 2 Hy(y) sii h(y) >= h(x).y/x, o sigui, sii h(y)/y = h(x)/x per a x>y, o
equivalentment sii h(x)/x = g(x) és una funci6 decreixent, i per tant que h(x) = x.g(x)

on g(x) és qualsevol funcié decreixent tal que 1 < g(x) < 1/x.

3. T=Luk: Hy(y) = Supx>y{ Thx),I(x,y)) } = Supx>y{ y+(h(x)-x) }. Aixi sera
h(y) 2 Hy(y) sii h(y) 2 h(x)+y-x, 0 bé, sii h(y)-y = h(x)-x, i per tant sii f(x)=h(x)-x és
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una funcié decreixent, o bé sii h(x)=f(x)+x, on f(x) és una funcié decreixent qualsevol
tal que x < f(x) < 1+x.

Per 1ltim, com a conseqiiencia del caracter d'operador conseqiiencia de les My quan la I
¢és una R-implicacid, es pot determinar quines sén les families de funcions tancades per
inferéncia. Aquest resultat dona la clau per a construir tals families.

Teorema 4.1.5.

Una familia d’etiquetes V és tancada respecte a una My, on I és una R-implicacid, si

i només si existeix un subconjunt L de V tal que V = L U My(L).

Demostracio:

1. SiV és tancada (M(V)=V), només cal pendre L=V.

2. Reciprocament, suposem V =L U Mj(L), i sigui h € V. Aleshores,obé he L, i
per tant M(h) € Mj(L), i conseqientment també My(h) € V, o bé h € My(L), i per tant
també Mj(h) € M(L), ja que en aquest cas €s My(h)=h. #

Aixi doncs, tal com deiem i a la vista d'aquest teorema, per a obtenir un conjunt
d'etiquetes tancada per la My que contingui una determinada familia de funcions, només

caldra afegir-li el conjunt d'imatges d'aquesta familia per la My.
Exemple: Siguin les funcions £,:[0,1]-->[0,1] definides per

f,x)=0,six<a
f,x)=1,six2a

iconsiderem la familia L = { f;, a € [0,1] }. Anem a calcular quin és My(L), quan I és

una R-implicacié generada per la t-norma producte.

Mi(f)(y) = f3(y) V Supx>y{ f,()*y/x} = yla,siy<a

= Il,siy=a

Anomenem doncs h, a les funcions My(f,). LLavors tenim:
1.V ={h,,f;/ae [0,1] } és una familia tancada per My

2.IV={h,/ae [0,1] } és una familia d'invariants per My, i per tant també és una

subfamilia tancada de V. La representaci6 d'aquestes funcions, juntament amb el
tipus de modificacié que provoquen sobre distribucions trapezoidals, és la segiient:
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Az hoA

4.2. Funcions de Raonament Directe per a S-implicacions.

En €l cas que ens ocupa, si I(x,y)=S(n(x),y) on S és una t-conorma i » una funcié de
negacio forta, 1a Funcié d'Inferéncia Directa associada a I s'escriu:

My(h)(y) = Supy{ SNI-h(x),S(1-x,y)) },

on S €s la quasi-inversa de S, definida per SA(x,y) = Inf{ c € [0,1] / S(x,¢c) = y } Les
propietats més importants d'aquestes funcions venen resumides a I'apendix 1 d'aquesta
memoria.

En la segiient proposicié es resumeixen les caracteristiques més importants de les M

quan la t-conorma generadora de I és estricta.
Proposicié 4.2.1.

Sigui I(x,y) = S(1-x,y) la S-implicacié corresponent a una t-conorma S estricta i a

la negacié usual n(x) = 1-x. Aleshores es compleixen les segiients propietats:
SI- My(h) = 1,sih(0) > 0.

S2- MpMyh) =] sih<j
M(M(h)) = 1, altrament.

§3-  existeixen h tals que M(h) #M(M;(h))
S4-  hésinvariant per My si i només sih =j,0béh = 1.

S5- MpP=MP.
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Demostracio:

S1- Si S és estricta llavors és S”(a,1) = 1 si a < 1. En aquest cas, tenint en compte que
1-h(0) < 1, podem escriure, per a qualsevol y,

My(h)(y) = Supy{ S*(1-h(x),S(1-x,y)) } = SA(1-h(0),1) = 1,
1 per tant la propietat S1 esta demostrada.

S2- Si és h=j, s'ha vist anteriorment que My(j) = j, i per tant serd MiM1G)) = My(G) =j.

Sino és h <j, existeix a < 1 tal que h(a) > a. Anem a veure que en qualsevol cas seri
Mj(h)(0) > 0, i per tant, segons la propietat S1 també sera Mp(Mj(h)) = 1. En efecte,

Mi(h)(0) = Supy{ S*(1-h(x),1-x) } = S~(1-h(a),1-a). Com que és 1-h(a) < 1-a,
aleshores necessariament és Mj(h)(0) = SA(1-h(a),1-a) > 0, tal com es volia demostrar.

S3- Considerem a > 0 i la funcié h, definida per h,(x)=1, si x > a; h,(x)=0,six<a.
Anem a veure que Mj(h,) = M(Mj(hy)). En efecte, per una banda tenim Mj(hy)(y) =

Supy{ $M(1-hy(x),S(1-x,y)) } = Supy>a{ SM0,S(1-x,¥)) } = Supy>,{ S(1-x,y) } =
S(1-a,y). Per altra banda no és h, < j, i per tant, segons la propietat anterior, és

MiMj(hy)) = 1.

S4- S'ha demostrat ja anteriorment que tant la funcié identitat j i la funcié idénticament
igual a 1 sén invariants. Anem a veure que no n'hi han més. Com a conseqiiéncia de
resultats del apartat anterior tenim que:

1. siés h < j, llavors és My(h) = j # h.
2. sino és h <jessent h(0) = 0, llavors és Mj(h)(0) > 0, i per tant My(h) # h.
3.sinoés h <jessent h= 1 amb h(0) > 0, llavors és Mj(h) = 1, o sigui Mj(h) # h.

S5-Es una conseqiiéncia immediata de S2 i S4. +

Comentari: de l'anterior proposicié es pot veure facilment que Mlz cumpleix les

seglents condicions
- h SMpP(h)
-MP2(h) SMP(K), sih <
-MpPoM P2 = M7

0 sigui, encara que la proposici6 anterior mostra que M no pot ser considerada com un
operador conseqiiéncia, si que ho pot ser MIZ. No obstant, aquesta interpretaci6 no €s
gaire significativa atés que el conjunt imatge de Mlz només esta format per dues

funcions, la identitat i la idénticament igual 1.
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4.3. Exemples.

Considerem la familia parametrica de funcions { h,, /a, b € [0,1],a<b }, que donen
les funcions caracteristiques del conjunt d'intervals tancats de [0,1], és a dir les

funcions definides per:

hyp(x) =1,sia<x<b

= (, altrament

En el cas que I sigui una R-implicacié generada per T tenim:

1) T = Min: Mj(h,p)(y) =y,siy<a
= 1, altrament

2) T = Prod: Mi(hyp)(y) =yla,siy<a

=1, altrament

3) T = Luk: Mj(h,p)(y) =1l-a+y,siy<a

= 1, altrament
En el cas que I sigui una S-implicacié del tipus I(x,y) = S(1-x,y) = 1-T(x,1-y) tenim:
1) T=Min: Mj(hyp)(y) = Max(1-a,y)
2) T = Prod: Mj(h,p)(y) = l-a+ay

3) T = Luk: Mj(hyp)(y) =1l-a+y,siy<a
= 1, altrament

5. Calcul amb qualificacions veritatives.

En aquest apartat, anem a veure com es poden associar certes operacions entre aquestes
funcions a diversos connectius logics, per tal de fer operatives les Funcions de

Raonament Directe quan la premissa del condicional €s una proposicié composta.

L'idea basica a l'hora de definir les diferentes combinacions d'etiquetes que es

proposen ha sigut que fossin coherents amb la modelitzacié del procés d'inferéncia a
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través de la Regla Composicional d'Inferéncia, i més concretament amb la formulacié

que les Funcions de Raonament Directe en donen.

5.1. Conjuncio.

Considerem el segiient esquema d'inferéncia, on la premissa estd formada per la
conjuncié de dues proposicions:

Si (X és A)i (Y és B) aleshores (Z és C)

E = [(X és A), (Y és B")]

(Z és C'= CRI(T(A',B"),I(T(A,B),C)) )

Sota condicions generals, hem vist que C' = My ( TT(A,B)/T(A',B) )oC,i per tant,
segons la proposici6 6.2, tindrem que C' = Mj(Tp a1 AT TR /B' )oC, on l'operacié At

entre qualificacions ve definida per
A [0,1]00.1] x [0,1][0,1] — [0,17[0.1]
(%7 AT T2)(2) =DEF Supsyl T(T1(x),52(y)) | z = T(x,y) }, per atot z € [0,1],

on T &s la t-norma que modelitza la conjunci6 en 1algebra de conjunts difusos que
indueixen les distribucions de possibilitat en consideracié. Aquesta definicié permet

expressar 1'anterior esquema aixi:

Si (X és A)i (Y és B) aleshores (Z és C)

(X és A)és Ty, (Y ésB) és 1y

(Z¢ésC)és T3 = MI(TIATTZ)

Aix{ doncs, prenent AT com l'operador conjuncid,assegurem que el seu comportament

respecte a la inferéncia sera correcta. Aquesta definici6 generalitza la que va donar
Baldwin en (Baldwin, 1979) a partir d'altres consideracions. La segiient proposicié

descriu les caracteristiques més importants d'aquest operador.
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Proposicié 5.1.1.

Sigui T una t-norma. L'operador A : [0,1]10.1] x [0,1](0.1] — [0,17[0,1] definit

com

(T1 AT TN2) = Supy,{ T(71(x),72(y)) / z = T(x,y) }, per a tot z € [0,1],

cumpleix les segiients propietats:

1. AT és associatiu | commutatiu.

2.5i 7)(1)=1, aleshores és Ty AT Ty 2T,
3. ¢ AT T = 1, per a qualsevol T

4. Op AT T = QF, per a qualsevol T

5.t A ) (1) = T(71(1),51(1))

Demostracio:

1.

(T1 AT (T2 AT 13))(2) = Supyy{ T(11(X), (T2 AT T3)(¥)) / 2= T(x,y) } =

= Squy{ T(t13(x), Supyy{ T(12(v),13(W)) /y = T(v,w) } ) / z = T(x,y) } =
= Suvaw{ T(71(x),T(13(v),13(W)) ) / z = T(x,T(v,w)) }=

= Supyyw{ TCT(T1(x),72(v)),T3(W) ) / z = T(T(x,v),w) } =

= Supyw{ T( Supyy{ T(t11(x),72(v)) / y=T(x,v) }, 13(W) ) / z = T(y,w) } =
= Supyw{ T( (v AT TI(¥),T3(W) ) /2 =T(y,w) } = ((14 AT T2) AT 13 )(2).

La commutativitat és immediata.

si T1(1)=1, aleshores (14 AT T2)(2) = Supxy{ T(t1(x),72(y)) / z=T(x,y) } =
2 T(t1(1),73(2)) = 15(2)

(O AT D(2) = Supyyl TOTE) () / 2 = T(xy) } = TO1(1),1(2)) = 1(2)

Sigui k € 11(1). Del fet que 0 = T(0,k) es segueix que

(O AT D) = Supyy{ TOp(x),1(¥) / z=T(xy) } = T(0R(0),7(k)) = 1,1 que
(OpATD(@) = Supxy{ TORX),Y(Y)) / z=T(x,y) } =

= Supxy{ T(0,7(y)) / z=T(x,y) } =0 peratot z # 0, o sigui (OpATT) = O
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5. Supxy{ T(T1(x),72(y)) / z = T(x,y) } = 1 si i només si existeixen X:¥o tals que
z=T(x(,¥g)> T1(xg)=1 1 T2(ygp)=1. O sigui (T1ATT2)(2)=1 si i només si existeixen
xg € 11711 iyg e 17 1(1) tals que z=T(xp,y()- *

5.2. Disjuncid.

Considerem ara el segiient esquema d'inferéncia, on la premissa esta formada per la
disjuncié de dos proposicions:

Si (X és A) o (Y és B) aleshores (Z és C)

E=[(Xés A", (Y ésB"]

(Z és C'= CRI(T(A',B"),I(S(A,B),C)) )

Analogament al cas anterior, segons la proposicié 6.2, podrem expressar C' com
Mjlta A VT TB/B'10C, on l'operacié Vv entre qualificacions ve definida per

v [0,1)10:1] x [0,1]10.1] — [0,1][0.1]
(77 VT T2)(2) =DEF Supxy{ T(ty(x),7o(y)) | z=S(x,y) }, per a tot z € [0,1]

on T €s la mateixa t-norma que abans, i S és la t-conorma que modelitza la disjuncié en
l'algebra de conjunts difusos. De forma analoga també, aquesta definicié permet
expressar l'anterior esquema aixi:

Si (X és A) o (Y és B) aleshores (Z és C)

(X és A) és 11, (Y és B) és 1,

(Z és C) és 13 = M(T1VT2)

Aix{ doncs, prenent vV com a operador disjuncid, assegurem que €l seu comportament

respecte a l'inferéncia sera correcta. La segiient proposicié descriu les caracteristiques
més importants d'aquest operador.
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Proposicié 5.2.1.
Sigui T una t-norma, i S una t-conorma.
L'operador v : [0,1]101] x [0,1][0.1] — [0,17(0,1] definit com

(T VT T)(2) = Supxy[ T(ty(x),72(y)) | z=S(x,y) }, per atot z € [0,1]

compleix les segiients propietats:

1. vt és associatiu i commutatiu.

2.5i 17(0) = 1, aleshores és T VT Ty 2 Ty,

3. g v T = 1, per a qualsevol T

4. ¢ v T = Qr, per a qualsevol T

5. (qvrw) (1) = S(t7l(1),p74(1))
Demostracio:

L (1 v (12 VT B3))(2) = Supygy{ T(T1(x), (12 VT 13)(¥)) / 2= S(x,y) } =
= Supxy{ T(t1(x), Supyy{ T(12(v),13(W)) /'y = S(v,w) }) / z = S(x,y) } =
= Supyywl T(T1(x), T(T2(v),T3(W))) / z = S(X,S(V,w)) } =
= Supyywl T(T(T1(x),72(v)),T3(W)) / z = S(S(x,v),w) } =
= Supyw{ T(Supyy{ T(11(x),72(v)) / y = S(x,v) }, T3(W)) / z = S(y,w) } =
= Supyw{ T( (11 VT 12)(),13(W) ) / 2 =T(y,w) } = ((t1 VT T2) VT 13 )(2).

La commutativitat és immediata.

2. si11(0)=1, aleshores (11 VT 12)(z) = Sup_xy[ T(T1(x),T2(y)) /z=S(x,y)] =
2 T(71(0),72(2)) = T2(2)

3. (@ VT (@) = Supyy{ TOTX),1(Y)) / 2 = S(xy) } = T(O7(0),7(2)) = 1(2)

4. Siguik € t1(1). Del fet que 1 = S(1,k) se segueix que pera z < 1
O VT () = Supyy{ T(OTX),1(y)) / z=S(xy) } =
= Supxy{ T(O,7(y)) / z=S(x,y) } =0, peratotz < 1, i que (¢ vV )(1) =
= Supyy{ T(OTx),1(y) / 1 = S(x,y) } 2 T(p(1),7(k)) = 1, o sigui (P vV 7) =
=0T

5. Supxy{ T(t1(x),72(y)) / 2= S(x,y) } = 1 siinomés si existeixen x,y tals que
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z = S(XpY)s T1(Xg) = 11 12(yg) = 1. O sigui (t; A 772)(2) = 1 si i només si
existeixen X 1 yo de 771(1) 1 15-1(1) respectivament tals que z=S(x(,y ). *

5.3. Implicacio.

Altre cop, de forma analoga als operadors conjunci6 i disjuncid, considerem el segiient
esquema d'inferéncia, on la premissa esta formada a la vegada per un condicional:

Si[Si (X és A) aleshores (Y és B) ] aleshores (Z és C)

E=[Xés A", (Y ésB"]

(Z és C'= CRI(T(A',B"),I(I(A,B),C)) )
Per raons idéntiques als dos casos anteriors, podrem expressar C' com
C'=Mjltp/a—1tB/B1C,
on donada una implicaci6 I, l'operaci6 —7 entre qualificacions ve definida per

—7: [0,1]10.1] x [0,1][0,1] — [0,1][0,1]

(1 =1 ©)(2) = Sups{ T((x),7()) / 2 = I(x,y) ]

Les propietats més destacables d'aquest operador venen donades en la segiient
proposicid.

Proposicié 5.3.1.

1. Si 7y éscreixent, aleshores T} —7 T) <7

2. Sity(l) =1, aleshores T; =1 Tp 2 T)

3. Si T) <77, aleshores T] D1 T, < T =1 T
Si 1) <1, aleshores 7] =1 T < 7] =] T

4. 17 =1 (1n =7 73) = 1 =7 (17 =7 13)

5. ¢TﬁlT=T,¢F—91’F=¢T
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Demostracio:

(1) (71 =1 ©2)(@) = Supyy{ T(11(x),12()) / 2 = I(x,y) } < Supy{ 12(y) / 2 = I(x,y) }
=(x=1,y=2) =12(2)

(2) (vp =1 ©)(2) = Supyy{ T(T1(x),02()) / 2= 1(xy) } 2 (x=1, y=2 ) 2 T(11(1),72(2))
=15(2)

(3) immediat a partir de la monotonia de T.

4 (11 =21 (12 21 13))(2) = Supyy{ T(11(0):(12 =1 13) ) /z2=1xy) } =
= Supyy{ T(11(x),Supyy,{ T(ta(u),t3(W)) /'y =I(u,w) } ) /z=1(xy) } =
= Supyywi T(T1(x), T(T2(u),T3(W))) / z = I(x,I(u,w)) } =
= Supy ywi T(T2(w), T(T1(x),73(W))) / z = I(u,I(x,w)) } =
= Supyy{ T(t(u),Supyy,{ T(11(x),73(W) /y =I(x,w) } )/ z=T(u,y) } =
= Supyy{ T(t),(T1 =1 13) () / 2 =1(wy) } = (1 =1 (11 =1 T3)(2)

S) (b =19(2) = Supyy 1 T(OT(X),T(¥)) / 2z = 1(x,y) } = T(O(1),7(2)) = 1(2)
Sigui z < 1. Aleshores tenim (O —10(2) = Supxy{ T((I)F(x),‘c(y)) lz=1(xy) }
< Supxy{ TOpx),1(y) /x >0} = Supy{T(O,"c(y)) }=0.
Siés z = 1, aleshores és (¢F =10 = Supxy{ T(([)F(x),t(y)) /I1=1xy) } 2
2 Supy {T(O(0),2()) } = Supy{ 1(3) } = 1
Resumint, (0 —=17)(z) =0,siz < 1,; (O —171)(1) =1, o sigui és
¢ —1 7 = O, tal com es volia demostrar ¢

5.4. Negacio.

Donat un conjunt evidencial E = [(X és A'),...], i uns condicionals del tipus "Si (X és
A) aleshores (Y €s B)" i "Si (X no és A) aleshores (Z és C)" podem plantejar-nos les

seglients inferéncies:

Si (X és A) aleshores (Y és B) Si (X no és A) aleshores (Z és C)
XésA)ésh (Xnoés A)és h’
(Y és B) és My(h) (Z és C) és My(h),
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Ol’lh=TA/A'ih'="C_lA/A'.

Sembla natural definir I'operador negacié entre qualificacions de manera que A’ sigui la
negada de A, i viceversa. La proposicié 3.4 prova que la relacié entre aquestes dues
funcions €s la segiient: 4’ = h o n, on n és la funcié de negaci6 forta que modelitza la
complementacié en 1'algebra soport dels conjunts difusos (usualment n(x)=1-x ). Aix{

doncs, tenim la segiient definici6:

Definici6 5.4.1.

Donada una negaci forta n, definim l'operador N ,: [0,1]! 0.1] — [0,1]0.1] gixt
N]n(T) =Ton

Amb aquesta definici6,les proposicions segiients sén equivalents

"XésA)ésT' & "(Xnoés A)és Nip(o™"

Les propietats més destacables d’aquest operador negacié venen descrites en la segiient
proposicid.

Proposicié 5.4.2.

L'operador N, , verifica les segiients propietats:
1) N,;, ésinvolutiu, és a dir, N, (N (7)) = T, peratot te [0,]][0,1]
2) Sit <7, aleshores N;,(7) SN (T)
4) Sit2>]j, aleshores N;y(7)2n
Si 1<, aleshores N;, (1) <n
( en particular, N;,(j) = n)
Demostracié: Es immediata a partir de la definici6 de l'operador Ny, ¢

Es important remarcar que, quan la t-conorma S és dual de la t-norma T respecte a la
negacié n (i.e. S = noTo(nxn)), aleshores 1'operador Vo €s tamb€ dual del operador AT

respecte a l'operador N, _. En efecte, la segiient proposicié ens ho demostra.
p p 1n g propo
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Proposici6 5.4.3.(dualitat)
Si S i T s6n duals respecte a n, aleshores es verifica
Ty VT 72 =Ny (Npy(T1) AT Npp(72) )
Demostracio:

(11 VT ©2)(@) = Supyy{ T(11(x),72(y)) / 2= (x,y) } =
= Supxy{ TN (T (0x),N{,(T2)(ny)) / nz = T(nx,ny) } =
= (Nln('tl) AT N]n(TZ) )(nz) = [Nln( Nln(Tl) AT Nln(Tz) )(z) *+

5.5. Altres tipus de transformacions.

5.5.1. Complementacié.

Donat un conjunt evidencial E, i un enunciat p ="X és A", tenim la qualificacié de p
respecte a E, QV(p/E) = Ta/E, i per tant podem parlar de la proposicié "(X és A) és
QV(p/E)" com un enunciat valid en el sentit de que es pot considerar com un altre
referencial (vegi's apartat 3.3). Aleshores pot interessar saber quina és la qualificacié A
que fa valida a la proposicié "(X és A) no és h",0 el que és el mateix "(X és A) és —h",
on — denota complementacié,es a dir, =& = n o h, on n és una negacié6 forta. Per tant,
és facil veure que prenent la segiient definicié:

Definicié 5.5.1.1.

Donada una negacié forta n, definim l'operador N, ,: [0,1](0-1] — [0,1][0.1] aixi
Ny, (T) = not

fem equivalents les segiients proposicions:
"(XésA)ésT' & "(X€és A)noés Ny (0"
Les caracteristiques del operador N, es resumeixen seguidament.
Proposicié 5.5.1.2.
Sigui n una funcié de negacié forta a [0,1]. Aleshores l'operador N,,, es verifica les

segiients condicions:

1. N2n és involutiu
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2.85iT<T,Nyp(7) 2N, (T)
3.8iT<j, Ny (1) 2n
SiT2),Ny,(7)<n
( en particular N, (j) = n )

Demostracié: Immediata a partir de la definicié. +

5.5.2. Negacio-complementacio.

Analogament al subapartat anterior, donada una proposicié "(X és A) és 7" on T =
=QV("X és A"/E) per a un cert conjunt evidencial E, ens interessa saber quina és la

qualificacié 4 que fa valida la proposicié "(X no és A) no és A'". Es facil veure que
obtindrem % composant els dos anteriors operadors Niq 1 Ny, sobre 1, és a dir,

h = Ny;(Npp (1)) = Ny y(N1(T)) =1 0 T on. Tenint aixo en compte, podem passar a

considerar un nou operador, que I'anomenarem de negacié-complementacié:

Definicié 5.5.2.1.

Donada una negacié forta n, definim l'operador N3,,: [0,1 J(01] — 10,1]00.1] gixi
N3n('1') = noTon

Les caracteristiques més notables d'aquest operador sén les segiients:

Proposici6 5.5.2.2.

N3, verifica les segiients propietats:
1. N3, és involutiva
2. 8SiT<7T,N3yu(7) 2N3,(7)
3.8iT=j,N3,(7) =]
SiT=1+,N3y(1) =1-j
4. SiT<j, Ny, (1) 2]

SiT2j,Nyy(1) <
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Demostracié: Immediata. #

En resun hem vist tres operadors Ny, N5, i N3, que transformen qualificacions per tal

de poder assegurar que les segiients proposicions siguin semanticament equivalents:
"(Xés A)és 1" &= "(Xnoés A) és N, (1)" < "(X és A) no és Ny (1)" <=

< "(Xnoés A)no és N3, (1)".

6. Inferéncia amb regles qualificades. Adaptaci6 de la Regla

Composicional d'Inferéncia.

Aixi com hem vist en la seccié 3 d’aquest capitol que les proposicions atdbmiques sén
susceptibles de ser qualificades, res no impedeix associar qualificacions veritatives a
proposicions condicionals per tal de reflectir el seu grau de certesa. D'altra banda, el fet
que les My associades a R-implicacions siguin operadors clausura porta com a
conseqiiéncia que en encadanements de regles sense qualificar ( o equivalentment,
qualificades amb la identitat j ), 1a qualificaci6 obtinguda a la primera inferéncia ja
roman estable en la resta d'inferéncies. Aquest comportament té alguns inconvenients,
ja que en cas d'un encadenament d'inferéncies a partir de fets no totalment certs, a
vegades pot ser desitjable arribar a un nivell d'indecisié. D’altra banda, aquesta
estabilitat de la inferéncia no és d’estranyar, ja que el fet de que el condicional no portés
cap qualificacié associada, pot ser ara interpretat com que el condicional fos en realitat
qualificat per la funci6 identitat j, que generalment és la representacié del valor de veritat
difis "cert".

Aix{ doncs, quan un condicional del tipus "Si (X és A) aleshores (Y és B)" ve qualificat
per una etiqueta |, podem considerar esquemes d'inferéncia tal com

[ Si (X és A)aleshores (Y és B) ] és

X és A"

(Y és B¥)
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on, aplicant la R.C.I. i considerant que P modifica la distribucié de possibilitat
associada al condicional, I'expressié de la distribucié B* ve donada per

B*(v) = CRI( A’, W(I(A,B)) )(v) = Sup,{ my(A’(w), W(I(A(u),B(v)))) }

Analogament al cas no qualificat, podem donar la segiient proposicié, que justifica

I'anterior esquema d'inferéncia.
Proposicié 6.1.

Siguin A i A’ distribucions de possibilitat sobre un univers U, i B una distribucié
sobre un univers V. Aleshores B* és la distribucié més especifica tal que J(I(A,B))
<I(A',B*), o sigui

B* = Min{ C € [0,1]V | w(I(A,B) <I(A’,C) },
Demostracio:

Cal remarcar d'entrada que, per qualsevols A, A' i B, el conjunt { C € [0,1]V /
W(I(A,B) < I(A’,C) } no és buit, ja que la distribucié idénticament igual a 1 pertany
sempre al conjunt en qiiestié. Sigui doncs C € [0,11V tal que L(I(A,B)) < I(A',C).
Aleshores necessariament ha de ser my(A'(u),L(I(A(u),B(v)))) < C(v), peratotudU i
v de V. Per tant, prenent suprem respecte a les "u"" tindrem

B*(v) = Sup,{ mp(A'(w),n(A(w),B(v)))) } < C(v),
tal com es volia demostrar. Per (ltim, cal veure que H(I(A,B)) < I(A',B*), perd aixd
altre cop és immediat a partir del lema 3.4 del capitol 1.¢

Aixi doncs, aquesta proposicié ens diu que, donat A', I(A',B*) és la distribucié
condicional més especifica que preserva la distribucié condicional modificada
KL(I(A,B)) entre A i B.

La segiient proposicié ens déna un parell de propietats interessants de la inferéncia amb
regles qualificades. La primera ens diu que la distribuci6 de possibilitat inferida no sera
mai més especifica que la del conseqiient de la regla modificada per la funcié que
qualifica a la regla, en cas de que aquesta sigui una funcié creixent. La segona es
refereix a la monotonicitat (respecte a 1’ordre puntual) de la inferéncia respecte a les
qualificacions de les regles.
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Proposicié 6.2.
Es verifiquen les segiients dues propietats:
(1) Si u és creixent, CRI(A",)(I(A,B))) = li(B) per a qualsevol A'.
(2) Si py <y, CRI(A',u;(1(A,B))) < CRI(A",1u5(I(A,B))).

Demostracio:

(1) Per la propia definicié6 és CRI(A',L(I(A,B)))(v) = Sup,{ my(A'(u),
H(I(A(u),B(v)))) 1, 1, atés que I(x,y) 2 y i my €és creixent en la segona variable, tenim
Sup, { mp(A'(w), L(I(A(u),B(v)))) }2 Supy{ my(A'(),u(B(v))) } = LB(V)).

(2) La propietat és conseqiiéncia immediata de la creixenga en la segona variable de les
funcions my.

Una conseqiiencia directa d'aquesta proposicié és el segiient corol.lari:
Corol.lari 6.3.
(1) Si u 2j, aleshores CRI(A’,)(I(A,B))) =B

(2) Si u <j, aleshores CRI(A",)(I(A,B))) <B, per a qualsevol A’ <A

7. Funcions de Raonament Directe Qualificat.

De forma analoga a la secci6 4, s'introdueixen a continuacié les anomenades Funcions
de Raonament Directe Qualificat (F.R.D.Q.) per tal de donar una expressi6 de la Regla
Composicional d'Inferéncia en funcié de qualificacions veritatives, quan les propies
regles vénen qualificades. Com a principal resultat d'aquesta seccié remarquem que, en
el marc de la 1ogica difusa, les funcions F.R.D.Q., per les seves propietats que veurem
al llarg d'aquesta secci6, poden ser considerades com a funcions generadores de Modus
Ponens respecte a l'operador implicacié entre qualificacions veritatives introduit a la
seccid 4.3, retrobant, al igual que es feia en primer capitol en el marc de les 1dgiques
multivaluades, la formulacié general que de la regla del Modus Ponens es proposava a
la introduccié d'aquesta memoria.

Comencem doncs amb la segiient definicié.
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Definicio 7.1.

Sigui I una funcié d'implicacid, i my la funcié generadora de Modus Ponens

associada a l. La Funcié de Raonament Directa Qualificat QM| associada al és la

funcié definida per:
oMy: [0,1]10:11x10,17(0.1] — 10,17(0.1]
(OM(T1))(y) = Supy{ my(t(x),1(I(x,y))) }

Observi's que si [ €s la identitat, 1a funcié de raonament directa qualificat QMg

coincideix amb la funcié de raonament directa My, €s a dir, QMy(T,j) = My(7).

Teorema 7.2.

Sigui QM| la Funcié de Raonament Directa Qualificat associada a la funcio

d'implicacié 1. Siguin A i A’ distribucions de possibilitat en l'univers U, B una
distribucié en l'univers V, i i(I(A,B)) la distribucié condicional entre A i B, on L

és una qualificacio. Aleshores tenim la segiient igualtat:
CRI( A"J(I(A,B)) ) = QMy(T4,4+M)oB
Demostracié: analoga al teorema 4.2 d’aquest capitol. ¢

Teorema 7.3.
Donades les qualificacions T i 1, OMy(T,11) és la menor funcié h que verifica
Mol <Ilo(Tx h),
és a dir, OMy(t,1) =Inf{ h/ pol <Io(Tx h) }.
Demostracié: vegi's teorema 4.3, ¢

Proposicio 7.4.

Les funcions de raonament directe qualificat verifiquen les segiients propietats:

(1) OM| és creixent respecte a les dues variables
(2) OM(T,p) =, si i és creixenti T1(1) # (D

(3)  OMytw)2p,sit2j
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(4) Si7(1) = 1, aleshores QM (T,u) > 1

(5) Si I és continua per la dreta respecte a la segona variable, aleshores

OMy(T,u) < si i només si pol <Io(Tx )

(6) Si I és continua per la dreta respecte a la segona variable, aleshores

OM(T,1) < T si i només si pol <Io(Tx 1)
(7)  OMp(T)(y) 2my(7(0),u(1)), peratoty € [0,1]
Demostracio:
(1) directa a partir de que my €és creixent respecte a les dues variables.

(2) Atés que 1-1(1) # @, sigui k tal que T(k) = 1. El fet que U sigui creixent fa que es
verifiqui p(I(x,y)) = W(y), i per tant, que poguem escriure:

QM(T,W)(y) = Supy{ mp(T(x),1u(I(x,y))) } 2 my(1,u(Ik,y))) = pdcky)) = uiy).

(3) Sit 2], aleshores per la monotonia de my tenim:
QM(T,W)(y) = Supy{ my(t(x),1(I(x,))) } = Supy { my(x,u(I(x,y))) } 2
2 myp(LuI(Ly))) = u(y)

(4) Sit (1) = 1, aleshores tenim:
QM(T,))(y) = Supy{ my(T(x),Ld(x,y))) } 2 mp(t(1),1(I(1,y))) = my(1,u(y)) =

= K(@y)

(5) Per la definicié de QMI, sera QMy(T,1) < W si i només si Sup, {my(t(x),L(I(x,y)))}
< W(y) per a toty, és a dir, si i només si my(t(x),L(I(x,y))) < U(y). Finalment, si I

€s continua per la dreta respecte a la segona variable, segons el lema 3.4 del capitol
1, sera my(t(x),1L(I(x,y))) < U(y) si i només si p(I(x,y)) < I(T(x),l(y)), tal com es

volia demostrar.

(6) Demostracié analoga a l'anterior, canviant T per | a la part dreta de la desigualtat.
(7) QMy(T,1)(y) = Supy{ my(t(x),i(I(x,y))) } = my(2(0),u(1(0,y))) = my(x(0),u(1)). ¢
Com a conseqiiéncies immediates d'aquestes propietats tenim les del segiient corol.lari:

Corol.lari 7.5:

(1) Si p2j, aleshores QMj(7,11) 2M/(7), i en particular,
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OMy(tw) 2j,sit-I(1) =@

(2) Si pu <j, aleshores QM (1) <M (1), i en particular,
1 I p
OMy(tu) <j,siT<j

Per dltim, anem a veure que, donada una funcié d'implicaci6 I, la funcié de raonament
directe QMj es pot considerar com a una funcié geneadora de Modus Ponens per a
l'operador —7 si la relacié d'ordre parcial que considerem en el conjunt de
qualificacions veritatives és el donat per l'invers del ordre puntual, és a dir, l'ordre <e
definit com

T) Sg Ty Si, i només si, T} 21T,

que dona la idea de que si és 71 <, Ty, aleshores 11 és una qualificacié menys especifica
que . Aixi, el paper que jugaven les funcions my en el marc d'una logica funcional
valorada a [0,1], el jugen aqui les funcions QM en el marc de la logica difusa, valorada

a [0,1][0,1]. Tot aixd queda demostrat en el segiient teorema.
Teorema 7.6

Sigui I una funcié d'implicacié. Aleshores la funcié de raonament directe qualificar
OM [ compleix les segiients propietats:

OMPI) OM(t;, 71 I T) S, D

OMP2)  OMy(Qr 1) = U, per tota qualificiacid Ju.

OMP3)  Si (1) = 1, aleshores QM( , w)= @y

OMP4)  Si 1y <, T'p, aleshores QMy( 17, 15 ) S OMy( T, 1)
Si Ty <, T, aleshores OMy( 17, 7, ) S, OMy( 77, T )

Demostracid:

QMP1) Per la definicié del operador —1 tenim
QM (T4, T —1 2)(¥) = Supy{ mp(t(x), (1; =1 T)AKXY)) ) } =
= Supy { mp( t(x), Supyy{ T(T1(u),12(W)) / I(x,y) = I(u,w) }) },
1 prenent u=x i w=y tenim finalment que
Supy { my( t(x), Supy {T(T1(u),12(W)) / I(x,y) = Iu,w)} ) } =
2 Supy { my( t(x), T(11(x),72(y)) ) } = mp(1,T(1,7(y))) = T2(y)
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QMP?2) Per la definicié de ¢ tenim: QMp(O,1)(y) = Sup, { m(T(x),ud(x,y))) } =
= my(¢7(1),1(I(1,y))) = my(1,u(y)) = H(y).

QMP3) Per la definici6 de ¢ tenim: QM(Op,1)(y) = Supy,{ m(dpx),ud(x,y))) } =
= mp(QR(0),L((0,y))) = my(1,u(1)) = 1, per a qualsevol y, és a dir QMp(O,1) =
= (I)U

QMP4): immediat a partir de la monotonia de les my. #

7.1. Funcions de Raonament Directe Qualificat amb R-
implicacions. Operadors Conseqiiéncia.

Quan la funcié d'implicacié emprada en la Funcié de Raonament Directe Qualificat
QM és una R-implicacid, aleshores tenim les segiients propietats adicionals a les
descrites anteriorment 7.4 1 a 7.5.

Proposiciéo 7.1.1.

Sigui I una R-implicacié i \ una qualificacié tal que (1) = 1. Aleshores es satisfan

les segiients popierats:
(1)  OMytp 27,

(2) St OMy(T,u) = 7, aleshores T és creixent,

Demostracio:

(1) Degut a que les R-implicacions compleixen I(y,y) =1 per a tot y, aleshores tenim
QM (T,1)(y) = Supy{ mp(t(x),u(I(x,y))) } 2 mp(t(y),L(I(y,y))) = my(t(y),u(1)) =
= my(t(y),1) = ©(y)

(2) En efecte, atés que les R-implicacions sén continues per la dreta respecte a la segona
variable, segons la proposicié del apartat anterior és QMy(T,l) = T si i només si pol <
Io(T x 7). Sigui x <y, aleshores tenim que I(t(x),7(y)) = W(I(x,y)) = i(1) = 1. Per tant
€s I(1(x),T(y)) = 1, perd com que I és una R-implicacié ha de ser necessariament T(x) <
(y). *

Anem a veure a continuacié que, sota determinades condicions, per a una qualificaci6
del condicional fixada, les funcions QMj poden ser considerades operadors

conseqiiencia en el sentit que s'hi poden considerar les funcions My en el apartat 4.1.
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En efecte, donada una qualificaci6é i d'un condicional, considerem la funcié QMI-},L’

definida per
OMy.: [0.] JI0.1] — [0,17(0.1]
OMy._,(7) = QM(T), per a tota Tde [0,1](0-1]
Degut a 1a monotonia de QMI, és facil comprovar que, per a qualsevol L, es compleix
la condicié d'isotonia:
(CQ-1) QMI—},L(T) < QMI_H(t’), sitT<t
La proposicié anterior assegura la condicié d'extensivitat, sempre que (1) = 1:

(CQ-2) QMI_u(‘c) =T, per a qualsevol T .

En canvi, la condicié d'idempoténcia
CQ3)  QMp,?=QMy,

no es pot assegurar en general, sino només la desigualtat QMI—uz 2 QMI-w en cas de

que (1) = 1. En efecte, si u(1) = 1, per una banda, és facil comprovar que també
QMI_“(T)(I) = 1, i per tant, per la condici6é d'extensivitat, és QMI_“2 > QMI—u~ Per

l'altra banda, si I és la implicaci6 residuada de la t-norma producte, és a dir, 1a definida

per
Ixy)=1,six<y
I(x,y) = y/x, altrament

¢s facil veure que si prenem la funcié paramétrica p,(x) = min(x/a,1),on 0 < a < I,

aleshores €s QMI-uaz(i) =Ha2# Uy = QMI-uaG)'

La segiient proposicié déna unes condicions suficients sobre I i | per tal de que es
satisfaci la condici6 d'idempotencia, 1 per tant també per a poder interpretar a les QML
com a operadors conseqii€ncia generalitzats.

Proposicié 7.1.2.

Sigui I la R-implicacié generada per una t-norma T, és a dir, la funcié definida per
I(x,y) = Sup{ ¢/ T(x,c) <y }. Aleshores, QM. m és un operador conseqiiéncia si |1

és una funcid creixent, i es satisfa la segiient desigualtat:

T(u(x).u(y)) < WT(xy))
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Demostracid:

Si p és creixent, és (1) = 1, i per tant valen (CQ-1), (CQ-2), i QMI_uz 2 QM.
Falta veure doncs que QMI-uz < QMI—},L' En efecte, per la associativitat de T tenim

(QML., QML (DY) = Supy { T(QM, (D)(x), KI(x.y))) } =
= Supy{ T( Sup,{ T((2),u(I(z,x))) }, LA(x,¥))) } =
= Sup,{ Sup,{ T(T(1(2),n(1(zx)))1uAx,y)) } } =
= Supy,{ T(©(2), TI(z,x)),1((x,y))) ) } =
= Sup,{ T(1(2), Supx{ T(WU(z,x)),nI(x,y))) }) }
Si T compleix la desigualtat de 1'enunciat de la proposicid, aleshores sera
Sup,{ T(1(2), Supy{ T(uI(z,x)),udx,y))) }) } =
< Sup,{ T(1(2), Supy{ W(TI(zx),I(x,y)) }) 1,
i per I’anomenada T-transitivitat de les t-normes respecte a les R-implicacions que
generen, i.e. T(I(x,y),I(y,z)) < I(x,z), tenim
Sup,{ T(1(2), Supy{ W(TA(z,x),I(x,y)) }) } <
< Sup,{ T(2(2),1(L(z.y))) }= QM (D),
o sigui, és QMI-uz < QMI_p~ tal com es volia demostrar. ¢

7.2. Inferéncia qualificada i operacié conjuncio.

En aquest subapartat veurem que, quan la funcié de implicacié estd definida per
residuacié del connectiu conjunci, la relacié que hi habia entre el connectiu conjuncié i
la funcié generadora de Modus Ponens en el marc de la 1dgica multivaluada a [0,1], es

retroba aqui sota unes condicions forca generals. En efecte, tenim el segiient teorema:

Teorema 7.2.1.

Sigui I una R-implicacid, |l una qualificacié creixent, i A l'operacié conjuncié
entre qualificacions definida en l'apartat 5.1. Aleshores es verifica la segiient

igualtat:
OM(T1) = TAT 1

Demostracié:

A partir de les definicions de QMy(T,1) i de T AT W, queda clar que el que s’ha de
demostrar €s la igualtat Sup,{ T(T(x),L(I(x,y))) } = Supy,{ T(T(x),(z)) /'y = T(x,2)}
per a tot y de [0,1]. Aleshores tenim:
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1) El fet que de I(x,y) = z s'en dedueixi T(x,z)=y, implica que Iy ={ (x,2) / I(x,y) =
z} < Ty ={ (x,2) / T(x,z) = y }, i per tant que Sup,,{ T(t(x),u(z)) / z = I(x,y) } <
Supy { T(x(x),1(2)) /'y = T(x,y) }

2) Per altra banda de T(x,z') = y s'en pot deduir z' < I(x,y) = z, és a dir, per a tot
(x,z") de Ty, existeix (x,z) de I, amb z 2 Z', i per tant, si W €s creixent, tenim que

Supy,{ T(1(x),1(z)) / z = 1(x,y) } 2 Supy,{ T(t(x),11(2)) / y = T(x,y) }

Aix{i doncs, queda demostrat el teorema. +

Per dltim, observem que aquesta relacié entre les Funcions de Raonament Directe
qualificades i les operacions conjuncié entre qualificacions permet donar de forma
immediata una condici6 suficient per a la idempoténcia de la funcié QML.y, i per tant
també per a la seva condicié d'operador conseqiiéncia, en termes de la idempoténcia de
la qualificacié | respecte a I'operaci6 conjuncié AT.

Proposiciéo 7.2.2.

Sigui I la R-implicacié generada per una t-norma T, i |1 una funcié creixent.
Aleshores, A = |1 és una condicid suficient per a que QM I. ‘usatisfaci
(CQ-1),(CQ-2) i (CQ-3).

Demostracio:

La tnica que no és evident és la CQ-3. Si L és creixent, tenim:
QMI-MZ(T) =(TATH)ATH=TAT(LAT ) =T AT H=QMp,(7),
i per tant la condicié CQ-3 es satisfeta. ¢

De fet, perd, aquesta condici6 de suficiéncia és totalment equivalent a la donada en la

proposicié 7.1.2 de l'apartat anterior, tal com es demostra seguidament.
Proposiciéo 7.2.3.
Sigui W una funcié creixent. Aleshores tenim la segiient equivaléncia:
H AT | = pst i només si T(U(x),u(y)) < (T(x,y))
Demostracio:

Sip és creixent, i per tant (1) = 1, aleshores és sempre W A L > . En efecte,

M ATW(2) = Supxy{ TUX),1y)) / z = T(x,y) } 2 T(u(1),u(z)) = W(z). Aixi doncs,
sera L A M < W.si i només si T(U(x),1(y)) < p(z) per a tot x,y tal que z=T(x,y), o

sigui, siinomés si T(L(x),L(y)) £ W(T(x,y)). ¢
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Capitol 4: CALCUL AMB UN NOMBRE
FINIT DE VALORS.
GENERACIO D'OPERADORS.

1. Introduccié: generacio i el.licitacié6 d'operadors.

El problema de trobar i seleccionar connectius 1dgics adients quan el conjunt de valors
de veritat és l'interval [0,1] ha sigut ampliament estudiat. A modus d'exemple podem
citar (Alsina et al., 1983), (Esteva, 1981), (Garcia, Valverde; 1989), (Prade, 1985),
(Schweizer, Sklar; 1983), (Trillas, 1979), (Trillas, Valverde; 1984) i (Valverde, 1982).
Al contrari, s'ha estudiat relativament poc el problema quan el conjunt de valors de
veritat €s finit. Aquest és el cas més freqiient en el camp dels sistemes experts on, degut
a la incompletesa, la informacié suministrada per l'expert ve caracteritzada per
ponderacions o qualificacions linguistiques sobre la seva certesa, en nombre finit. En
tal situacid, la primera restriccié que s'imposa al model de gestié de la incertesa que
utilitzi el motor d'inferéncies del S.E. és la de treballar només amb un nombre finit de
valors que representin als termes lingiifstics del expert, preferiblement totalment
ordenats segons el grau d'incertesa que expressin. Si, en segon lloc, s'hi afegeix el
requeriment de funcionalitat, aleshores el marc 1dgic a on treballar és el d'una logica
multivaluada tal com el descrit en el capitol 2, on I'dlgebra de valors de veritat estaria
formada per :

1) el conjunt de termes com a conjunt de valors de veritat

2) un conjunt finit d'operadors sobre els termes, que reflecteixin de la forma més
acurada possible la manera en que 1'expert combina i/o propaga la incertesa en els seus
raonaments. Cada operador M sobre el conjunt de termes vindra donat mitjancant una

matriu, de la forma usual;
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- sovint, als experts del domini els hi és dificil definir el siginificat dels termes
lingiifstics utilitzant una escala numerica,

- és facil que diferents experts no es posin d'acord amb la representaci6 d'alguns o
tots els termes

- el procés d'aproximacié, necessari per a mantenir el conjunt de termes tancat per
les operacions, no assegura que els operadors resultants mantinguin totes les
propietats exigides a les funcions utilitzades per a generar-los. Per exemple, a
(Bonissone, 86) es déna el segiient cas:

El conjunt de termes considerat és L] = {imposssible, unlikely, maybe, likely,
certain}, representats mitjangant intervals difusos de [0,1] parameétrics

(ai, bi, cj, d;), amb una funci6 de pertinenga trapezoidal tal com:

impossible :  (0,0,0,0)

unlikely: (0,.01,.25,.35)
maybe: (.3,.4,.6,.7)
likely: (.65,.7,.99,1)
certain: (1,1,1,1)

b

Aleshores l'operador conjunci6 & sobre L1 generat a partir de la t-norma producte

T(x,y)=xy, ve donat per la segiient matriu:

& 012 3 4
000000
1100 1 1 1
2101122
3101233
4101234

on 0 = impossible, 1 = unlikely, 2 = maybe, 3 = likely, 14 = certain,
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que no és associatiu ( 1&(2&2) # (1&2)&2 ), malgrat ser associativa la funcié
generadora.

3. La generacio d'operadors com a un problema de satisfaccié
de restriccions.

Per tal de solventar els problemes acabats d'esmentar amb l'anterior enfoc, en aquest
capitol es proposa i s'estudia un métode alternatiu. L'idea central és la de tractar els
termes linguistics com a simples elements d'un conjunt d'etiquetes, sense associar-li's
cap mena de representacié numerica, i aleshores elicitar els operadors 1dgics, en forma
de matrius, directament sobre el conjunt de termes. L'inic requeriment a priori que
s'els hi demana als termes és que estiguin ordenats, al menys parcialment. De totes
maneres, en l'estudi que segueix l'ordre se'l suposara total, ja que, si bé s'ha comentat
la dificultat per part dels experts en coincidir en una representacié numeérica dels termes,
aquesta desapareix quan es tracta de posar-se d'acord en ordenar-los segons el grau de
certesa que expressen.

Aleshores, a partir d'aquesta ordenacid, per a cada tipus de connectiu logic, es llisten
un conjunt de propietats desitjables per a cada operador corresponent. Aquestes
propietats actuaran com a restriccions sobre el conjunt inicial de possibles matrius
solucions. D'aquesta forma, el problema de generar operadors que satisfacin un
determinat conjunt de propietats es pot formular com un problema classic de satisfaccié
de restriccions.

L'algorisme doncs que es seguira per tal d'elicitar un operador sera el segiient:
1) considerar un conjunt de termes totalment ordenat.
2) considerar un conjunt de propietats a cumplir per 'operador.

3) obtenci6 de tots els possibles operadors com a totes les solucions d'un problema
de satisfacci6 de restriccions

4) en cas de més d'una solucid, establir un proces de selecci6 per tal d'arribar a la
matriu que defineixi l'operador.
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3.1. Problemes de satisfaccié6 de restriccions.

El problema de satisfaccié de restriccions, que es troba a moltes arees de la I.A. com
son l'etiquetatge de grafs, colorejat , etc., pot ser formulat en els segiients termes.

- Sigui V = { Vi,...,, Vn } un conjunt de variables.

- Sigui D = { Dy,..., Dy } el conjunt dels corresponents dominis discrets i finits
(en general Dj # Dj, sii#]).

- Sigui C = { C /1 £k <m } un conjunt de restriccions. Aquestes restriccions

expressen la relacié que ha d'existir entre les diferents variables per tal de que els

seus valors siguin compatibles.

El problema consisteix en trobar una assignacié de valors { V1/vy, ..., Vn/vn }tal que
per a cada 1 £k < m, Ck es satisfaci. Aleshores, pot interessar trobar totes les
solucions o només una, o trobar el nombre total de solucions o bé saber si només
n'existeix alguna. La forma més senzilla de solucionar el problema és mitjancant un
algorisme de cerca amb backtraking cronologic, que a trets generals es descriu a
continuacié. Aquests algorismes necessiten una pila per tenir en compte quines

variables han sigut assignades.

1) Inicialitzacio:
A cada variable Vj se 1i assigna el valor "indefinit".
La pila és buida

2) Seleccié d'una variable:

Es selecciona una variable que necessita ser testejada com a variable actual, es
marquen tots els seus valors com a no testejats, 1 es posa a la pila.

Sino es troba cap variable, anar al pas 5.

3) Seleccié d'un valor:

Es selecciona un valor no testejat per a la variable actual, se I'hi assigna a la
variable, i es marca el valor com a testejat.

Sino es pot seleccionar cap valor, anar al pas 6.

4) Test:
Es comproven totes les restriccions amb relacié amb aquesta variable.
Si se satisfan, anar al pas 2; altrament, anar al pas 3.

5) Solucio:
L'assignaci6 de valors actual €s una solucid.
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Sino es volen més solucions, acabar; altrament anar al pas 3.

6) Backtraking:

A la variable actual se 1'hi assigna el valor "indefinit" i 1a variable es treu de la
pila. La nova variable actual és la del capdamunt de la pila.

Si la pila és buida, parar.

Cada problema particular pot tenir certes caracteristiques que es poden utilitzar per a

millorar 'eficiéncia del algorisme.

3.2. Identificaciéo de variables, dominis i restriccions en el
problema dels operadors.

Considerem el cas de la generacié d'operadors binaris sobre un conjunt de n+1 termes
{Eo,..., En}. En aquest problema, a cada element de la representacié matricial de

I'operador se li associa una variable. Si la matriu és de dimensié n, aleshores:

) V={Vp0, ... Von,V10> -» V1ns > ¥nos ---» Ynn } €s el conjunt de variables.

i1) Els valors que podran pendre les variables seran en principi qualsevol dels
termes, €s a dir, el domini de la variable Vjj sera Djj = {Eq,..., En}.

iii) Per altra part, les restriccions poden ser de dos classes:

- propietats que ha de cumplir l'operador (per exemple, associativitat,
commutativitat, monotonicitat, etc. ), que seran considerades amb més extensié en
els apartats segiients. En general seran restriccions binaries, encara que, com en el

cas de l'associativitat, puguin ser més generals.

- restriccions sobre el mateix procés de generacid, com poden ser la pre-fixacié
de punts i la generacié incremental. En la pre-fixacié de punts, a l'usuari se li
demana d'assignar inicialment valors a algunes variables, és a dir, es fixen els
resultats d'algunes combinacions. La generacié incremental consisteix en la
construccié d'un operador sobre un conjunt de termes E per extensié d'un operador
definit sobre un subconjunt F € E. En realitat aquest tipus de restriccié és

facilment reduible a l'anterior.
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4. Aplicacié a la generacié d'una classe general d'operadors.

Suposem que LT = { Eg <E; <... <Ep } sigui un conjunt de termes linguistics
ordenats, €s a dir, que el grau de certesa expressat per Ej €s menor que el de Ejsiiqj.

El problema que es planteja és generar tots els operadors binaris sobre un conjunt
ordenat de termes LT, a qui eventualment s'els hi requereix el cumpliment d'algunes de
les propietats que es consideren a continuacié. Aquestes propietats sén suficientment
generals com per permetre generar classes molt amplies d’operadors que incloguin, per
exemple, tots els que defineixen les algebres de valors de veritat especificades a
'apartat 2.1 del capitol 2.

4.1. Conjunt de restriccions opcionals

El conjunt de propietats que opcionalment podran ser considerades, per tal d'especificar
diferents tipus d'operadors sén:

G-1) Associativitat

T(Ei, T(E},Ex)) = T(T(E; Ej).Ex)
G-2) Commuzrativitat

T(E4Ej) = T(E;Ei)

G-3) Monotonicitat

G-3.1 respecte a la primera variable

G-3.1.1 creixent: T(Ei.Ex) < T(Ej,Ek), sii <]
G-3.1.2 decreixent:  T(Ej,Ex) = T(E;j,Ex), sii <]

G-3.2 respecte a la segona variable

G-3.2.1 creixent: T(Ek,Ei) < T(Ek,Ej), sii <]
G-3.2.2 decreixent:  T(Eg Ej) 2 T(Ek,Ej, sii<]

G-4) Element neutre

G-4.1 per ladreta Epg: T(End,Ej) = Ej

G-4.2 per l'esquerra Epe: T(EiEne) = Ej
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G-5) Element absorbent

G-5.1 per la dreta Eq4: T(Ead,Ei) = Ead
G-5.2 per l'esquerra Ege: T(E;i Eae) = Eae

G-6) alfa-suavitat (1 <x <n)

G-6.1 segons fila : T(EiEj) = Ek, T(E{Ej-1) =Ep ==> k<p+a
G-6.2 segons columna: T(Ej,Ej) = Ek, T(Ei-1,Ej) =Eq ==> k<q+a
G-6.3 segons diagonal: T(Ej,Ej) = Ek, T(Ei-1,Ej-1) =Er ==> k<r+a

G-7) Intercanvi

T(E;,T(E},Ex)) = T(E},T(Ei,Ex))
G-8) Fixacio de punts

T(Ei Ej) = Ex

Aquestes propietats actuaran com un conjunt de restriccions opcionals que podran ser
seleccionades segons el tipus de connectiu que l'operador vulgui modelitzar. El
cumpliment de cadascuna d'aquestes propietats o restriccions comporta les segiients
observacions respecte a la seva influéncia en la bisqueda de solucions del problema de

la generacié d'operadors:

- la commutativitat permet reduir el conjunt de variables a considerar, és a dir, només

cal tenir en compte el segiient conjunt de variables V = { Vj; /i <j }

- l'existéncia d'elements absorbent E, i neutre Ey, per la dreta (resp.per l'esquerra),
implica que I'inic valor possible per a la variable Vaj (resp. Vj ) €s Eg, 1 l'inic valor
per a la variable Vbj (resp. ij) és Ej.

- la monotonia, en cadascuna de les seves quatre variants, es comprova cada vegada

que s'assigni un valor a una variable.

- la condicié d'alfa-suavitat es comprova cada vegada que un nou valor s'assigna a una
variable, en les seves tres variants. Observi’s que la condicié d'alfa-suavitat segons

diagonal implica la condici6 segons fila i columna.

- tant I’associativitat com la propietat d'intercanvi només es poden comprovar un cop

s’han assignat valors a totes les variables
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4.2 Exemple.

A titol d'exemple, a continuacié es llisten els operadors de dimensié 5 que s'obtenen

quan s'imposen les segiients restriccions, caracteristiques d'operadors implicacié:
* Decreixenca en la primera variable
* Creixenga en la segona variable
* I'element 4 neutre per l'esquerra
* I'element 4 absorbent per la dreta
* condici6 de suavitat o = 1 per a fila i columna
* intercanvi
* fixar T(0,0) = 4

Aleshores els possibles operadors sén:

444 4 4 4444 4 444 4 4
34444 33444 33334
23444 22344 23334
12344 11234 12334
01234 01234 01234
444 4 4 4444 4 4444 4
33334 33344 33344
22334 222734 22234
11234 12234 11234
01234 01234 01234
444 4 4 44444
33334 33334
22234 22234
12234 11234
01234 01234
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5. Aplicacio a la generacié d'operadors conjuncio.

En l'apartat anterior s'ha plantejat el problema de la generacié d'una classe molt general
d'operadors. La contrapartida d'aquesta generalitat és la baixa eficiéncia de l'algorisme
per respecte a l'eficiencia que poden exhibir algorismes especifics per a un tipus
determinat de connectiu, on moltes restriccions poden estar implicites en el codi.

Per les raons que a continuacié s'exposen, els operadors conjuncié han sigut objecte
d'especial atencid, implementant-se un algorisme especific per a ells. De fet,
cronologicament aquest va ser anterior al descrit al apartat anterior. En efecte, a part
dels operadors conjuncid, els tipus d'operadors més usuals en sistemes basats en regles
(també€ els més usuals) sén els de disjuncid, negacid, i propagacié (“detachment”).
D'una banda, la generacié d'un operador de negacié forta no comporta cap dificultat, ja
que si un tal operador ha de ser monotonament decreixent respecte a l'ordre de LT, o
sigui,
Neg(Ei) 2 Neg(Ej), sii<j,

1 ha de ser involutiu, és a dir,
Neg(Neg(Ej)) = Ej, perai=0,...,n,

aleshores la tinica funcié de LT en LT que satisfa aquests requeriments €s la segiient:

Neg(Ej) = En+1-i, perai=0,...,n.

D'altra banda, els operadors disjuncié es poden generar per dualitat respecte a
operadors conjuncié i l'operador negacié. Finalment, a I'operador que propaga la
certesa de les premises a la conclusié de les regles, i que per tant modelitza la regla
d'inferéncia del Modus Ponens, tal com s'ha vist al capitol 1, se li requereixen
basicament les mateixes propietats que a un operador conjunci, o bé, per exemple, pot
ser construit a partir dels operadors negacid i disjuncid, o per residuacié a partir del de

conjuncid.

Per dltim, la implementaci6é d'un algorisme especific per a la generacié d'operadors
conjuncié ha permés aprofitar les especials caracteristiques de les restriccions que han
de complir necessariament aquests operadors (restriccions C-1+ C-5 del subapartat
segiient). Aquest algorisme especific presenta un considerable augment de I'eficiéncia
respecte a l'algorisme general de generaci6 d'operadors amb les restriccions opcionals
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descrites en el subapartat 4.1. L'augment de l'eficiéncia es deu principalment a la
comprovacié incremental de la propietat associativa explicada en el seglient subapartat.

5.1. Conjunt de restriccions per a operadors conjuncio.

Les propietats que s'exigiran a un operador de conjuncié seran d'entrada la
contrapartida al cas finit de les propietats que defineixen a les t-normes, exceptuant la
continuitat que, de forma opcional, ve substituida per la que anomenem alfa-suavitat:

C-1) Associativitat
T(E;,T(E};EX)) = T(T(E4Ej).Ex)
C-2) Commutativitat
T(E;,Ej) = T(E;,Ej)
C-3) Monotonicitat creixent
T(E;j,Ex) <T(E;Ek), sii<]
C-4) Element neutre Ey,
T(En,Ej) = Ej
C-5) Element absorbent E
T(Eo,Ei) = Eo
Les propietats que opcionalment poden ésser considerades sén:
C-6) Operador estricte
T(Ei,Ej) > Eg, sii,j >0
C-7) alfa-suavitat

C-7.1 segons fila i columna: T(E;,E;) = Ek, T(EjEj-1) =Ep ==> k<p+a
C-7.3 segons diagonal: T(Ej,E;) = Ex, T(E;-1,Ej-1) =Er ==> k<r+a
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Analogament al cas anterior €s interessant fer les segiients remarques:

- la commutativitat porta a considerar només el conjunt de variables V ={ Vijj/i<j},1
redueix també de forma significativa la comprovaci6 de les altres propietats, com poden

ser l'associativitat, la monotonia, o 1'alfa suavitat si hi és present.

- l'existéncia d'elements absorbent Eg i neutre En  implica que els dnics valors
possibles per a les variables Voj i Vin son respectivament Eg i Ej. En consequéncia, el
domini d'aquestes variables queda restringit a aquests valors. A més, l'existéncia
d'aquests elements, juntament amb la monotonia, fa que el domini de la resta de
variables Vjj es redueixi al conjunt Djj = {Eq, ..., Ei}.

- la monotonia requereix que Vjj = max(Vi-1i, Vi i-1). Aquesta condicié es pot
q q ] ] ] q p

implementar facilment en una funcié de seleccié de valors.

- la condicié d'alfa-suavitat, es comprova cada vegada que un nou valor s'assigna a una

variable, en les seves dues variants.

- I'associativitat es beneficia de que el domini de les variables Vjj €s el conjunt Djj =
={0,...,}, 1 per tant les submatrius Mj = ( (Vgo, ..., V0i), ..., (Vi0, ..., Vii) ) s6n
tancades respecte a 1'operador conjuncidé. D'aquesta forma, la matriu completa sera
associativa si totes aquestes submatrius ho sén. Aquesta propietat permet testejar
l'associativitat de forma incremental. Per tal d'aprofitar les avantatges computacionals
que aquesta propietat ens proporciona, és necessari seguir un ordre especific en
l'assignacié de variables: Voo, V01,V11,V02,V12,V22,... . La propietat associativa es
comprova cada vegada que una de les submatrius s'ha completat, és a dir, quan s'ha
assignat un valor a una variable del tipus Vj;.

- la condicié d'operador estricte implica que la generacié de matrius estrictes de

mn__nn

dimensi6é "n" €s equivalent a generar matrius no estrictes de dimensié "n-1". Per

aquesta rad, aquesta condicié no esta considerada en la nostra implementacié actual.

5.2. Resultats.

El nombre de solucions segons el nombre de termes i el valor d'alfa per a una condicié

de salt respecte a fila i a columna (fc) sén :
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Alfa 1 2 3
n

3 2 2 2
4

4 6 6
S 8 20 22
6 16 70 94
7

32 249 408
8 64 921 —_—

D'altra banda, el nombre de solucions segons el nombre de termes i el valor d'alfa per a

una condici6 de salt respecte a fila, columna i diagonal (fcd) sén:

Alfa 1 2 3
n
3 1 2 2
4
1 5 6

> 1 12 21
® 1 31 75
! 1 83 270
8 1 233 1011
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6. El.licitacio del operador.

6.1. Seleccié posterior. Interaccio guiada.

Degut a que el nombre de matrius solucions és molt elevat en molts casos, es fa
necessari un proces de seleccid, posterior al de la generacié. Aquest tindra per objectiu
seleccionar entre totes les matrius solucions, €s a dir, totes les matrius que satisfacin les
propietats abans esmentades, aquella que s'adapti millor a la forma de combinacié de

I'expert en un cas concret.

El métode de selecci6 actualment implementat es basa en una interaccié guiada amb
I'usuari. En aquest métode, a 1'usuari (I'expert) se li demana escullir €l resultat de la
combinacié de varis parells de termes entre un conjunt de possibles resultats. Les
combinacions que se li demanen al usuari sén aquelles que, després del procés de
generacié, se li han assignat diferents valors en el conjunt total de solucions. Cada
vegada que l'usuari fixa una combinacid, el conjunt de matrius solucions a considerar
es redueix. L'objectiu és doncs trobar una bona heuristica per tal d'arribar a una tinica

matriu solucié amb el minim nombre de preguntes.

L'heuristica actualment implementada es descriu a continuacié. Per a cada posici6 (i,j)
amb més d'un valor assignat, es fa una estimacié del maxim nombre de preguntes que

s'haurien de fer si la posicié (i,j) fos la seleccionada per preguntar. Siguin

MS: conjunt actual de matrius solucié en consideraci6

NPj,¢: nombre de posicions amb més d'un valor assignat en el conjunt MS de

matrius
NY: nombre de valors diferents assignats a la posici6 (i,j)
Vij: k-ésim valor assignat a la posicié (i,j)
FUy: freqiigncia del valor k-ésim de la posici6 (i,j) en el conjunt de matrius MS

Suposem que es pregunta la posicié (i,j) i es fixa la combinaci6é amb el valor k-ésim
Vijk. Aleshores, el nombre maxim de preguntes a fer comengant per la posicié (i,j)
sempre sera inferior al minim entre la frequéncia de Vijy, Fig, i el nombre de posicions
a fixar dins del conjunt MS. Aix{i doncs, amb l'hipotesi d'equiprobabilitat a 1'hora
d'escullir un valor o un altre per part de 1'expert, el nombre maxim esperat de preguntes

a fer en cas de comengar selecionant la posicié (i,j) sera:

-116-



§4. Calcul amb un nombre finit de valors. Generacié d’operadors.

Ni
G(ij) = ( IINU ) X min( Fii, , NPys)
k=1

D'aquesta forma, 1'heuristica consistira en minimitzar aquesta funcid. Aleshores, a cada
pas es selecciona aquella posicié (i',j)) amb el valor de G més baix, 1 se li demana al
usuari fixar un valor V1J} entre els diferents valors assignats, per a la combinacié que
determina la posicié (i',j'). Posteriorment, s'actualitza el conjunt de matrius a
considerar ( MS ¢ MS N {matrius tals que Vi'j’ = Vi'j'r} ), 1 per tant també el valor
de "NPpjg", i el procés es repeteix fins que en el conjunt MS hi hagi una tnica matriu.

6.2 Exemple d'interaccio

El segiient exemple mostra les 8 diferents possibilitats d'interaccié en el cas de la
generacié de matrius conjuncié de dimensié 5, amb un valor d'alfa = 1 per a fila i

columna:

>(mat5 1) ; es calculen les solucions
8

> (fixa-punts) ; interacci6 1

Valorde NP MS= 6

Nombre de matrius de MS = 8

Posicié seleccionada =.(2 2)

Valors possibles = (2 1 0)

Entra valor: O ; es fixa la posici6 (22) a0

Matriu seleccionada
; matriu solucié

o O O O ©
- 0 O O O
N = O O O
w NN = O O
Hh WO = O

T
> (fixa-punts) ; interaccid 2
Valorde NP_MS = 6
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Nombre de matrius de MS = 8

Posici6 seleccionada =.(2 2)

Valors possibles = (2 1 0)

Entra valor: 1 ; es fixa la posicié (22) al

Valorde NP MS= 4

Nombre de matrius de MS = 3

Posicié seleccionada =.(1 1)

Valors possibles = (1 0)

Entra valor: 0 ; es fixa la posici6 (1 1) a0

Matriu seleccionada
; matriu solucid

000O0O

00011

00122

01233

01234

T

> (fixa-punts) ; interaccid 3

Valorde NP MS = 6

Nombre de matrius de MS = 8

Posici6 seleccionada =.(2 2)

Valors possibles = (2 1 0)

Entra valor: 1 ; es fixa la posici6é (22) a 1

Valorde NP MS = 4

Nombre de matrius de MS = 3

Posici6 seleccionada =.(1 1)

Valors possibles = (1 0)

Entra valor: 1 ; es fixa la posicié (1 1) al

Valorde NP MS = 2

Nombre de matrius de MS = 2

Posici6 seleccionada =.(2 3)

Valors possibles = (2 1)

Entra valor: 1 ; es fixa la posicié (23) a1
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Matriu seleccionada

000O0O
01111
01112
01123
01234
T

> (fixa-punts)

Valorde NP MS = 6
Nombre de matrius de MS = 8
Posici6 seleccionada =.(2 2)
Valors possibles = (2 1 0)
Entra valor: 1

Valorde NP MS = 4
Nombre de matrius de MS = 3
Posicié seleccionada =.(1 1)
Valors possibles = (1 0)

Entra valor: 1

Valorde NP MS = 2
Nombre de matrius de MS = 2
Posici6 seleccionada =.(2 3)
Valors possibles = (2 1)

Entra valor: 2

Matriu seleccionada

00000
01111
01122
01233
01234
T
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> (fixa-punts)

Valorde NP MS= 6
Nombre de matrius de MS = 8
Posicié seleccionada =.(2 2)
Valors possibles = (2 1 0)
Entra valor: 2

Valorde NP MS = 2
Nombre de matrius de MS = 4
Posicié seleccionada =.(1 1)
Valors possibles = (1 0)

Entra valor: 0

Valorde NP MS = 1
Nombre de matrius de MS = 2
Posicié seleccionada =.(3 3)
Valors possibles = (3 2)

Entra valor: 2

Matriu seleccionada

000O00O
00111
01222
01223
01234
T

> (fixa-punts)

Valorde NP MS= 6
Nombre de matrius de MS = 8
Posicié seleccionada =.(2 2)
Valors possibles =(210)
Entra valor: 2

Valorde NP MS = 2
Nombre de matrius de MS = 4

Posicié seleccionada =.(1 1)

; interaccid 5

; es fixa la posici6 (22) a2

; es fixa la posicié (1 1) a0

; es fixa la posicié (32) a2

; matriu solucid

; interaccid 6

; es fixa la posicié (22) a2
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Valors possibles = (1 0)
Entra valor: O ; es fixa la posicié (1 1) a0

Valorde NP MS = 1

Nombre de matrius de MS = 2

Posicié seleccionada =.(3 3)

Valors possibles = (3 2)

Entra valor: 2 ; es fixa la posicié (3 3) a2

Matriu seleccionada
; matriu solucié

SO O O O O
—_— = = O O
NN = O
W NN = O
H W NN - O

T

> (fixa-punts) ; interaccid 7

Valorde NP MS= 6

Nombre de matrius de MS = 8

Posici6 seleccionada =.(2 2)

Valors possibles = (2 1 0)

Entra valor: 2 ; es fixa la posicié (22) a2

Valorde NP MS = 2

Nombre de matrius de MS = 4

Posici6 seleccionada =.(1 1)

Valors possibles = (1 0)

Entra valor: 1 ; es fixa la posicié (1 1) a1

Valorde NP_MS = 1

Nombre de matrius de MS = 2

Posici6 seleccionada =.(3 3)

Valors possibles = (3 2)

Entra valor: 2 ; es fixa la posicié (32) a2

Matriu seleccionada
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o O O O O
_ e = = O
N DD = O
W NN = O
A WO = O

T

> (fixa-punts)

Valorde NP MS = 6
Nombre de matrius de MS = 8§
Posici6 seleccionada =.(2 2)
Valors possibles = (2 1 0)
Entra valor: 2

Valorde NP MS = 2
Nombre de matrius de MS = 4
Posicié seleccionada =.(1 1)
Valors possibles = (1 0)

Entra valor: 1

Valorde NP MS = 1
Nombre de matrius de MS = 2
Posicié seleccionada =.(3 3)
Valors possibles = (3 2)

Entra valor: 3

Matriu seleccionada

00000
01111
01222
01233
01234
T

Generaci6 d’operadors.

; matriu solucid

; interaccid 8

; es fixa la posici6 (22) a2

; es fixa la posicié (1 1) a1

; es fixa la posici6 (33) a3

; matriu soluci6
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7. Aplicacions.

Cal remarcar que les técniques exposades en aquest capitol s'han aplicat a les eines de
construcci6 de Sistemes Experts MILORD (Sierra, 1989) i PRINCESS! (CDS, 1988).
En ambdos sistemes, la incertesa esta representada per un conjunt de termes lingiiistics
que s'associen als fets i a les regles, i que expressen el grau de confianga que hi tenen
els experts i/0 els usuaris. La combinaci6 i propagaci6 de la incertesa es fa mitjancant
operadors definits sobre el conjunt de termes, que s'obtenen, per a cada aplicacié en
particular, segons la metodologia exposada. Aquesta gestié de la incertesa és
parametrica, en el sentit que cada aplicacié en concret pot determinar tant el nombre de
termes com els operadors sobre el conjunt de termes a utilizar. Aixd déna gran
flexibilitat a I'hora d'adaptar-se en cada moment a les necessitats particulars de cada
aplicacié. De fet, mitjangant el concepte de morfisme d'institucié, podem utilitzar
1dgiques diferents en diferents moduls d'un mateix programa. Aquesta idea s'estd
desenvolupant en el marc del projecte SPES i més concretament en el disseny del
llenguatge COLAPSES (Sierra, Agusti-Cullell, 1990).

1 El "problem solver" de la shell PRINCESS, del qual, juntament amb Carles Sierra n'és autor el
que escriu aquesta memoria, va ser desenvolupat al Centre d'Estudis Avangats de Blanes en el marc del
projecte "Desarrollo de un Sistema Inferencial en Prolog con Capacidad de Tratamiento de la
Incertidumbre" sota contracte amb I'empresa SIEMENS A.G., al llarg de 1988. Vegi's I'apendix 2 per a
una breu descripci6 del sistema.
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En aquesta memoria s'ha pretés fer un pas més en la formalizacié i fonamentacié logica

dels sistemes possibilistics, principalment en quant a la vessant inferencial.

En el primer capitol s'ha aprofondit l'estudi que es va comengar en (Alsina, Grané,
Trillas, Sales; 1984) i en (Trillas, Valverde, 1985) sobre la possibiltat de poder
formular funcionalment el Modus Ponens en general, i en concret en el marc de les
logiques funcionals multivaluades a [0,1]. Precisament, i a diferéncia dels sistemes no
funcionals, es demostra aqui la dualitat entre connectiu implicacié i regla del Modus
Ponens. En efecte, per a cada funcié d'implicacié / existeix una funcié generadora de
modus ponens Optima y i reciprocament, per a cada f.g.m.p. m existeix una funcié
d'implicaci6 optima /,, Es demostra ademés la convergencia dels dos enfocs en el sentit
que, sota condicions generals, és mp,=mily =1

En el segon capitol podriem destacar fonamentalment que s'ha aconseguit presentar les
16giques multivaluades funcionals com a institucions, és a dir, que es pot dotar a
aquestes 10giques d'una deduccié semantica en el sentit classic, i que aixo permet la
justificaci6 de diversos esquemes d'inferéncia, entre ells el descrit en el capitol primer
surgit d'altres consideracions. La possibilitat d'extendre aquests resultats a altres
logiques associades a diferents models de raonament aproximat és clarament una linea a

seguir en el futur.

En el tercer capitol principalment es demostra que la logica difusa, en tant que logica a
valors a [0,1](0:1], també admet per a la inferéncia un formalisme funcional, a través de
les funcions QMj, coherent amb el descrit a la introduccid, i present al llarg de la
memoria. Per altra part, encara que de moment dificil d'automatitzar, es donen les bases
per a obtenir un calcul 10gic, proposant regles de combinacié dels valors de la logica per
a diferents connectives. Tot aixd, permet fer un pas més (petit a la fi) en vers la
formalitzacié de la 10gica difusa, objectiu que encara apunta més problemes que no pas
solucions.

Finalment, utilitzant les idees desenvolupades en els capitols anteriors, en el capitol
quart s'ha desenvolupat un metode per a generar algebres sobre un conjunt finit i
ordenat de valors de veritat. Aquest métode s'ha mostrat especialment apropiat per a
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generar operadors aptes per ser utilitzats en motors d'inferéncies de Sistemes Experts,
com a mecanismes per a la propagacié d'incertesa expressada a través d'un conjunt finit
de termes lingiifstics, dels que només esta especificada la seva ordenacié. Aquest topic
és un dels temes d'estudi del projecte DRUMS, "ESPRIT Basic Research Action" en la
que l'autor, com a membre d'un equip del CEAB, esta involucrat. Com a proper
objectiu a desenvolupar en aquesta linea hi ha la implementacié d'un mecanisme general
de restriccions, que permeti expressar les restriccions o propietats a complir per els
operadors de forma tan general com 1'usuari requereixi.
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Apeéndix 1: NORMES I CONORMES
TRIANGULARS.
FUNCIONS DE NEGACIO.

Seguint (Jacas, 1987), en aquest apendix es d6éna un breu resum de propietats i
resultats basics sobre normes i conormes triangulars (t-normes i t-conormes), les seves
quasi-inverses, i funcions de negacié que sén utilitzats al llarg de la memoria. Un estudi
més ampli sobre les primeres es pot trobar en (Schweizer, Sklar; 1983), i sobre 1'is
d'aquestes funcions com a connectius a en 10giques multivaluades en (Valverde, 1982 i
1985).

1. t-normes i t-conormes: generalitats.

Les t-normes i t-conormes sén un tipus especial de semigrups topoldgics ordenats de la

recta real, 1 venen donades per les segiients definicions.
Definicio 1.1

Una operacié T de [0,1]x[0,1] en [0,1] es diu que és una t-norma continua si satisfa
les segiients propietats:

T1)  Associativitat: T(x,T(y,z)) = T(T(x,y),z)

T2)  Commutrativitar: T(x,y) = T(y,x)

T3)  Monotonia:  si x <x', aleshores T(x,y) <T(x'y)

siy <y’, aleshores T(x,y) <T(x,y’)
T4)  Condicions de contorn: T(l,x) = x
T(0x) =0

T5)  Continuitar: T és continua com a funcié de dos variables.
Definicié 1.2

Una operacié S de [0,1]x[0,1] en [0,1] es diu que és una t-conorma continua si
satisfa les segiients propietats:
S1)  Associativitar: S(x,5(y,z)) = S(S(x,y),z)
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S§2)  Commutativitat: S(x,y) = S(y,x)
S3)  Monotonia:  si x <x', aleshores S(x,y) < S(x',y)
siy <y’, aleshores S(x,y) < S(x,y’)
S4)  Condicions de contorn:  S(1,x) = 1
S(0x) = x

S5)  Continuitat: S és continua com a funcié de dos variables.

Sempre que a la memoria es refereix a t-normes i t-conormes sempre es suposa
implicita la continuitat.

Els elements idempotents i nilpotents juguan un paper fonamental per a la classificacié i
caracteritzacié de les t-normes i t-conormes. Per a cada t-norma T, E(T) indicar el

conjunt d'elements idempotents, és a dir,
EM={xe [0,1]/T(x,x) =x },
i NIL(T) el conjunt d'elements nilpotents, o sigui,
NIL(T) = { x € [0,1] / existeix m € N tal que TM(x) =0 },

on TM es defineix de forma recurrent posant T1(x) = x, i TM(x) = T(TM-1(x) x).

De forma analoga , per a cada t-conorma S tenim

E(S)={xe [0,1]/S(x,x) =x },

NIL(S) = { x € [0,1] / existeix m € N tal que ST(x) =1 },
Definicio 1.4.

Una t-norma T és arquimediana si, i només si, E(T) = {0,1}.

Una t-norma S és arquimediana si, i només si, E(S) = {0,1}.

La t-norma T1(x,y) = min, i la t-conorma S1(x,y) = max(x,y) no sén arquimedianes ja
que E(T) = E(S) = [0,1]

El resultat fonamental relatiu a la representacié de t-normes i t-conormes sén els dos

seguents teoremes, deguts a C.H. Ling
Teorema 1.5. (Ling)

Una t-norma T és arquimediana si, i només si, existeix una funcié continua i
estrictament decreixent f de [0,1] en [0,+ o] amb f(1) = 0 tal que
T(x,y) = fAUf(x) + f()
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on flI-1] indica la pseudo-inversa de f, definida per
flx) = I1,six<0
= fl(x), six e [0f(0)]

= 0, altrament

Teorema 1.5.bis

Una t-conorma S és arquimediana si, i només si, existeix una funcié continua i
estrictament creixent g de [0,1] en [0,+ oo] amb g(0) = O tal que
S(x.y) = gl-H(g(x) + g())
on gl-1] indica la pseudo-inversa de g, definida per
gl-ll(x) = 0,six<0
gl(x), six e [0,g(1)]

1, altrament

Les funcions fi g s'anomenen generadors additius de la t-norma i de la t-conorma
respectivament, i s6n dnics a menys de constants multiplicatives. Exemples de parelles

arquimedianes sén:

T2(x,y) =xy (f(x) =-In(x)) 5 S2(x,y) = x+y-Xy (g(x) =-In(1-x) )
T3(x,y) = max(x+y-1,0) (f(x)=1-x) ; S3(xy) = min(x+y,1) (g(x)=x)
Una t-norma qualsevol admet la representacié segiient.

Teorema 1.6 (Paalman de Miranda).

Si T és una t-norma tal que [0,1]-E(T) = U;/(a;b;), existeix una familia de
Jfuncions continues i estrictament decreixents f; de (a;,b;) en [0,+o0] amb f;(b;) =0,

i €1, tal que

T(x,y) S f(x)+£(y) ), si (xy) € [a;,b;]?

min(x,y), altrament

Teorema 1.6 bis.

Si § és una t-conorma tal que [0,1]-E(S) = U,;c((a;,b;), existeix una familia de
funcions continues i estrictament creixents g; de (a;,b;) en [0,+00] amb gi(a;) =0,

i €l,tal que

S(x,y)

8l gi(x)+8i(y) ), si (xy) € [a;b;]?

max(x,y), altrament
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D'aquests teoremes de representaci es conclou que les demostracions on intervinguin
t-normes o t-conormes es reduiexen al cas de les arquimedianes o a la parella min-max.
Definicié 1.7.

Una t-norma (resp. t-conorma) es diu estricta si NIL(T) = @ (resp. NIL(S) = @), i
nilpotent o no estricta si NIL(T) = (0,1) (resp. NIL(S) = (0,1)).

Una caracteritzacié de les t-normes (resp. t-conormes) nilpotents és la segiient
(Schweizer & Sklar, 1983): Una t-norma T (resp. t-conorma S) €s nilpotent si, i només
si, admet un generador additiu f (resp. g) tal que f(0) < +oo (resp. g(1) < +°9°).

Definici6 1.8.

Dues t-normes T i T' son isomorfes si existeix una bijecié h continua i creixent de
[0,1] en [0,1] tal que
T'=hoTo(hlxhl)

A conseqiiencia d'aquesta definici6 es tenen els resultats segiients:
* L'inic semigrup topologic isomorf al ( [0,1], min ) és ell mateix.

* Tots els semigrups topoldgics ( [0,1], T ), amb T estricta, sén isomorfs al

semigrup ( [0,1], T2).

* Tots els semigrups topologics ( [0,1], T ), amb T nilpotent, sén isomorfs al
semigrup ( [0,1], T3).

Analogament per a les t-conormes tenim:
* L'inic semigrup topologic isomorf al ( [0,1], max ) és ell mateix.

* Tots els semigrups topologics ( [0,1], S ), amb S estricta, sén isomorfs al

semigrup ( [0,1], S2).

* Tots els semigrups topologics ( [0,1], S ), amb S nilpotent, sén isomorfs al

semigrup ( [0,1], S$3).

2. Quasi-inverses de t-normes i t-conormes.

SiT1iS s6n una t-norma i una t-conorma respectivament, aleshores els conjunts
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{ce [0,1]/T(x,c) <y}
{ce [0,1]/S(x,c)=y }

s6n no buits, donat que T(x,0) = 0 i S(x,1) =1. Aix0 permet donar les segiients
definicions.

Definicio 2.1.

Donada una t-norma T, s'anomena quasi-inversa de T a la funcié T" de [0,1]x[0,1]
en [0,1] definida per
TNx]y) = Sup{x € [0,1] | T(x,c) <y}

Definicio 2.2.

Donada una t-conorma S, s'anomena quasi-inversa de S a la funcié S* de
[0,1]x[0,1] en [0,1] definida per
SNx[|y)=Inf{f x € [0,1] | S(x,c) =y }

En quant a quasi-inverses de t-normes las propietats més interessants sén:

* Si T és arquimediana de generador additiu f, aleshores

Tx | y) = fLU(fly) - fix)).

* T" és mondtona decreixent respecte a la primera variable, i creixent respecte a la

segona.
* TA(x | y) = 1si,inomés si, x <y
* TA(x | y) 2 z si, 1 només si, T(x,z) <y
* T(T(x |y), TAy | 2)) S T(x | 2)
* Si T < T, aleshores TA > T'"
Exemples:
TINx |y)=1,six<y; TINx|y)=y, altrament
T2Mx |y)=1,six<y; T27(x |y) = y/x, altrament

T3Ax|y)=1,six<y; T3A(x|y) = 1-x+y, altrament
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De forma analoga, per a les quasi-inverses de les t-conormes tenim:

* Si S és arquimediana de generador additiu g, aleshores
SNx [ y) = gl-1l(g(y) - g(x)).

* S” €s monotona decreixent respecte a la primera variable, i creixent respecte a la

segona.
* SMx |y) =0 si, i només si, x >y
* SMNx | y) < z si, i només si, S(x,z) > y
* S(SMx |y), SA(ylz)) 2 S™(x | 2)
* Si S < §', aleshores S > §'A
Exemples:
SINx |y)=0,six>y; SIAx|y) =y, altrament
S2M(x |y)=0,six2y; S2M(x | y) = (y-x)/(1-x), altrament

S3Mx|y)=0,six>y; S3Ax|y) = y-x, altrament

3. Funcions de negacié.
Definicio 3.1

Una funcié de negacié n és una funcié decreixent de [0,1] en ell mateix tal que n(0)
=1 in(l) = 0. Si n(n(x)) <x per a tot x € [0,1], es diu que n és una funcié de
negacié ordinaria, i si n(n(x)) 2 x per a tot x € [0,1], es diu que n és feble. Per
ultim, les negacions ordinaries i febles alhora sén anomenades fortes, és a dir,

aquelles que son involucions, és a dir n(n(x)) = x.
Els segiients teoremes caracteritzen a les funcions de negaci6 fortes.
Teorema 3.2 (Trillas)

Una funcié n de [0,1] en [0,1] és una negacié forta si, i només si, existeix una

Juncié continua i estrictament creixent g de [0,1] en R+, amb g(0) = 0 tal que

n(x) = gl(g(1)-g(x) ), per a tor x € [0,1].
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Teorema 3.2 bis

Una funcié n de [0,1] en [0,1] és una negacié forta si, i només si, existeix una

funcié continua i estrictament decreixent f de [0,1] en R*, amb f(1) = 0 tal que
n(x) = f1( f{0)-f(x) ), per a tot x € [0,1].
A continuacié es defineix el concepte de dualitat.
Definici6 3.3.

Siguin T, S i n una t-norma, una t-conorma i una negacio forta respectivament. T i

S sén n-duals si, i només si
T=noSo(nxn),oequivalentment

S=noTo(nxn).

Si T i S sén n-duals, aleshores la terna (T, S, n) s'anomena Terna de De Morgan
(Alsina, Trillas i Valverde, 1983), i la tnica parella n-dual per a qualsevol negacié forta

és la max-min.

Per dltim, cal remarcar que, si T és una t-norma arquimediana generada additivament
per f, aleshores g = fon genera additivament la t-conorma S n-dual de T, i

reciprocament.

Un estudi més detallat es pot trobar a (Trillas, 1979) i (Esteva, 1981).
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Descriurem breument en aquest apéndix les caracteristiques més rellevants del sistema
PRINCESS. Primer comentarem les caracteristiques 1dogiques relatives a la gesti6 de la
incertesa, i a continuacié els elements més destacats des del punt de vista de les eines de
desenvolupament de sistemes experts. Per a tenir una descripcié més detallada del
sistema consultar (Godo, Sierra, Lépez; 1988).

1. Caracteristiques logiques

1.2. Problematica

Treballar en 1ogica de primer ordre utilitzant 1'aproximacié al tractament de la incertesa
presentat en el capitol 4 planteja una problematica que no era present en el cas de
MILORD (Sierra, 1989). Aquesta problematica es podria concretar en dos aspectes:

1) Una formula implicativa (regla) pot ser aplicada més d'una vegada per obtenir
una mateixa instancia "ground" del predicat conclusié.

2) Al llarg del procés deductiu ens podem trobar amb noves instincies de les
premisses de les regles, amb la qual cosa una regla ja aplicada pot tornar-se a aplicar
1 variar la creenca en el predicat conclusid.

Aquests dos aspectes van determinar un disseny dels motors d'inferéncia que
tinguessin en compte com a criteri de funcionament 1'obtencié de totes les instancies
dels predicats en el moment en que es demanessin a l'usuari o bé quan es deduissin pel
sistema. Cal pensar que quan una regla ha estat aplicada i ha deduit una instincia
"ground" del predicat conclusid, el motor ha d'intentar trobar encara les altres instancies
de les premisses que ens puguin dur a la mateixa instancia de la conclusié, i combinar
totes les evideéncies aix{ obtingudes.
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El conjunt de termes lingiiistics per defecte utilitzat pel sistema és el conjunt L, de
Bonissone (Bonissone, Decker; 1986)

Ly = {Impossible, Extremely_Unlikely, Very Low Chance, Small Chance,
It_May, Meaningful_Chance, Most_Likely, Extremely Likely, Certain }

amb la segiient matriu de combinacié per a conjuncions i propagacié seqiiencial:

(ol el elNeoNoNeoNeoNolNe! O
_ = = = = = - O

DADNUN—=- =0 | AN
AU DNAN—=—=O al
DU NAWN—=-O ()}
NNOUIDNWN = O ~
DN U NAN—=O @

3
0
1
1
1
1
2
3
3
3

O~NOUDNUWUN —O
NN = = =~ 0o N

on els nombres 0, 1,..., 8 denoten els termes Impossible, Extremely Unlikely,...,
Certain, respectivament.

Vegi's uns exemples de regles del protipus que es va desenvolupar sobre diagnosi
d'infeccions per bactéries gramm positives:
Rule 16

If [ property_value(bacteria, morphology, bacillus) ,
property _value(bacteria, shape, Y) ]

conclude morphology(Y)

with certainty certain

end_of rule

Rule 26

If [ property value(Patient, site, throat),
not(property_value(Patient, culture, streptococcal)) ]

conclude not(streptococcal(Patient, streptococcal))

with certainty extremely likely

end_of_rule
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Rule 36

If [ property value(Patient, sex, male),
property_value(Patient, site, urine),
property_value(Patient, culture, X),
property_value(culture, X, Organisms_per mm_of urine),
check_if('>', Organisms_per mm_of urine, 100000) ]

conclude bacteriuria(Patient, urine, X)

with certainty extremely certain

end_of_rule

Rule 37

If [ property value(Patient, site, X), bacteriuria(Patient, X, Y),
unknown(correct_disinfection(Patient, X)) ]

conclude disease(Patient, Y)

with certainty it may

end_of rule

1.2. Técniques introspectives

Una altra caracteristica interessant des del punt de vista 10gic és la possibilitat de raonar
per introspeccid. Aixi, tota instancia "ground" pot tenir associat com a valor de certesa:
unknown (quan l'usuari desconeix el valor de certesa, o bé quan no s'ha pogut deduir
pel conjunt de regles del sistema), i es permet en la construccié de les premisses de les
regles preguntar si un determinat predicat posseeix com a valor de certesa unknown o
no. Aixo €s molt util per modelitzar el raonament per defecte: permet aplicar les regles
que modelitzen el coneixement més general quan els predicats més especifics siguin

desconeguts (vegi’s les regles 36 1 37 abans mostrades)

2. Llenguatge de representaci6 a PRINCESS

El llenguatge que es va desenvolupar presenta altres caracteristiques remarcables des del
punt de vista de l'arquitectura, la representacié del coneixement i del control. Veiem-ne

unes quantes:
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1) Modularitat

Les unitats d'execucid, anomenades "rule blocks", estan estructurades en forma de graf
que representa la divisié6 del problema en subproblemes. La seva execucié ve
determinada per les relacions entre els moduls i per criteris de control que determinen el
tipus de cerca: en amplada, en profunditat i per seleccié de la millor opcié. En aquest
ltim criteri cal destacar que les relacions entre els mdduls posseeixen una guarda en
forma de WFF que un cop avaluada déna com a resultat un terme lingiiistic que serveix
per ordenar els moduls en ordre decreixent de certesa. En cada moment s'executa aquell
modul que presenta una creenga més alta. Cada modul posseix un conjunt de predicats
deduibles, els objectius, un conjunt de regles per assolir els objectius i una serie de
parametres de control per dirigir I'aplicaci6 de les regles.

2) Herencia de regles i predicats

Un modul pot heredar regles i predicats dels moduls avantpassats seus en la jerarquia
definida pel graf. Hi han mecanismes d'amagament de la informacié que permeten a un
modul considerar algunes de les seves regles com a propies i no ser heretades pels
moduls descendents.

3) Representacié orientada a Frames

Els predicats porten associada una estructura tipus frame que permet representar
determinats atributs com per exemple: tipus del termes de les variables del predicat,
tipus de I'heréncia, restriccions en els valors dels termes, etc.

4) Execucié de les regles parametritzada

En els moduls es poden definir parametres de control utilitzats pels motors en
l'aplicacié de les regles. Entre ells destaquen: tipus del motor a utilitzar (endavant o
enrera), tipus de cerca sobre les regles (aplicar només una, aplicar-les totes) i forma de
fer la resoluci6 de conflictes (regla més especifica primer, regla més certa primer, regles

amb menys premisses primer).

5) Meta-control

S'han definit metaregles que permeten en un moment determinat visitar moduls de la
jerarquia que no siguin els que el mecanisme de recorregut seleccionaria en aquell
moment. Aix0 ens permet reaccionar de forma rapida devant d'informacions molt
rellevants que necessitin un canvi global d'estratégia del sistema. Aquestes metaregles

son executades de forma immediata, es a dir tant bon punt una metaregla és activable
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aquesta es dispara i les seves accions es tenen en compte immediatament.Vegi's un
exemple de metaregla:

Metarule 33

If [ property value(bacteria, acrobicity, aerobic),
property_value(bacteria, aerobicity, anaerobic) ]

over threshold it may

Visit badly need

end_of_rule
En la seguent metaregla es pot veure la utilitzaci6 del mecanisme d'introspeccio:

Metarule 31

If [ is_unknown(property value(bacteria, stain, X)) ],

[ is_unknown(property value(bacteria, aerobicity, Y)) ]
over threshold extremely likely
visit badly need

end_of_rule
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